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Medidas Producto

Lema
Sean (X, A, 1) y (Y, B,v) espacios de medida o-finitos. SiE=A x B,con A € A, B € B,
entonces las funcionesf : X - Ry g :Y — R, definidas por

f(x) =v(Ex) y g(y) = u(E¥),

son mesurables, y
/fdu:/ 1Ed7r:/gdu.
X XxY Y
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Teorema de Tonelli

Teorema (Teorema de Tonelli)

Sean (X, A, 1), (Y, B,v) espacio de medida o-finitos, y sea F : X x Y — R una funcién
mesurable no-negativa. Entonces, las funcionesf : X — R, g : Y — R dadas por

F0) = [ Fd o) = [ P

son mesurables y
/fdp:/ Fdﬂ:/gdy.
X XxY Y

En otras palabras

[([rayau=[[ rdxn= [ ([Fdu)an

Prueba: Si F = 1, con E € A x B, el Teorema de Tonelli se reduce al lema anterior
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Teorema de Tonelli

pues
f(x) = /Fx dv = / ( ) dv = /Y1Ex dv = v(Ex) = 1a(X) v(B),
/ P dy = / ) dyu = / 16 djt = p(EY) = u(A) 16(y),

y / fy = / 1(X) v(B) dyt = p(A) (B) = / 1(A) 15(y) dv = / gdv. ()

n
Si F es una funcion simple, con representacion estandar F = ZCﬂEi, entonces (2) vale
k=1
por linealidad.

Finalmente, si F es mesurable y no-negativa, por el Lema del Sombrero, existe una
secuencia de funciones simples {F,},>, tales que F,  F. Definimos

onl) = [ (Fadv wnty) = [ (Fo)"de

Teoremas de Tonelli y Fubini | Alan Reyes-Figueroa Page 3 UVG

UNIVERSIDAD
DEL VALLE
DE GUATEMALA




Teorema de Tonelli

Por el Teorema de Convergencia Monétona,
@n:/(Fn)xduf/deu:f, z/;n:/(F,,)Vdu//Fydﬂ:g.
Y Y X X

Luego,

/fdu = /Iimgo,,du:lim pndu
X x N nJx

= Iim/wnduzlim/dzndz/:/gdl/.[]
nJy nJy y
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Teorema de Fubini

Teorema (Teorema de Fubini)

Sean (X, A, u), (Y, B,v) espacio de medida o-finitos, y sea = = p x v la medida producto
enX xY.SiF:X xY — Resr-integrable, F € L'(w), entonces las funciones f : X — R,

g : Y — Rdadas por
F00 = [ R g)= [ P

son mesurables, tienen integral finita, y

/fduz/ Fdw:/gdu.
X XxY Y
En otras palabras

/x</deV)d”://nyFd(”XV):/y
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Teorema de Fubini

Prueba: Como F es integrable con respecto de «, entonces su componentes Fy F~
también son integrables respecto de .

Aplicando el Teorema de Tonelli a F* y F~, deducimos que las funciones
Fr= [Fwdv. a" = [V dn £ = [(F v g7 = [P
Y X

poseen integrales finitas (f ™, f~ respecto de 1, y g+, g~ respecto de v), y vale

/f+ - / F+d7r=/g+du
X XxY

/f— _ / F‘dw:/g‘du.
X XxY Y

Por linealidad, restando ambas ecuaciones tenemos
/f:/ Fdﬂ':/ng.D
X XxY Y
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Obs! La conclusion del lema anterior no se cumple si alguno de los espacios de medida
no es o-finito, como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo: Sean X =Y = [0,1], A = B = B([0,1]), y sean u = X", v = la medida de conteo.
Se puede mostrar que la diagonal

D= {(X,X) X €E [0,1]} C [0,1] X [071]

es un subconjunto mesurable en A x B.

Para x,y € [0, 1], tenemos
Dx={yefo1: (xy)eD} ={x} y D¥={xe[o,1]: (x,y) € D} ={y}.

/XV(Dx)d,u:/X1dﬂ:1, /\/ﬂ(Dy)dV:/\(OdV:O.
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Obs!
® Elteorema de Tonelli deja de ser valido si alglin factor no es o-finito.
® Sin embargo, si uno de los factores es (N, P(N), conteo) entonces el resultado es
cierto.

Ejemplo: Sean X =Y = [0,1], A = B = B([0,1]) y sean u = A", v = la medida de conteo, al
igual que en el ejemplo anterior.

Consideremos F(x,y) = 1p(X,y) = dxy. Entonces
B =1 ) =0y, F(X) =1y (%) = by

Observe que

f0= [Fdv=1y  gy)= [Pduo.

Lueso, /Xf(x) dv = /X1 dp =1, /Yg(v) dv=o.

Teoremas de Tonelli y Fubini | Alan Reyes-Figueroa Page 8 UVG

UNIVERSIDAD
DEL VALLE
DE GUATEMALA




Ejemplo: Sean X =Y = [0,1], A = B = B([0,1]) y sean u = v = X", la medida de Lebesgue

enR.
Consideremos la funcion F: R x R = R? — R, dada por
X2 _yz
F = -7
(X’ y) (X2 + yz)z
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