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Medidas Producto

Es el turno de estudiar medidas en espacios del tipo X x Y, donde X, Y son espacios de
medida.

Definicion
Sean (X, A, 1), (Y, B,v) espacios de medida. Un conjunto de la forma A x B C X x Y, con
A € A, B € B, se llama un rectangulo mesurable.

Consideramos la coleccion

n
Zo={|JAixBi: neN, A€ A, BieB}gXxY.
i=1

Obs!

* Todo elemento de Z, puede escribirse como unidn disjunta de rectangulos
mesurables.

® 7, es un algebra de conjuntos (no es o-algebra).
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Medidas Producto

Denotamos por C = o(Z,) a la o-algebra generada por Z,. Queremos definir una medida
m sobre C que satisfaga una identidad natural

(A x B) = u(A) v(B), paraAc A, BeB. (1)

Teorema (Existencia de la Medida Producto)

Sean (X, A, ), (Y, B,v) espacios de medida. Entonces, existe una medida w sobre
C = 0(Z,) tal que vale la identidad (1). Ademads, si ambas . y v son o-finitas, entonces
es unica.

Prueba: Supongamos que el rectangulo A x B C X x Y es union disjunta enumerable de
rectangulos mesurables {A, x Bg}r>1, CON Ag € A, B, € B. Entonces
Ax B=|-JA; xB;.

j>1
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Medidas Producto

Luego, 1A(X) '1B(y) = 1A><B(X’ y) - 1UkAk><Bk(X y Z1Ah X 1Bk
k>1
>0

Las sumas parciales de esta L]ltima serie forman una secuencia monoétona tal que

Z‘lAk X 18,(Y) /" 1axB(X,Y).

Por el Teorema de Convergencia Monotona, e mtegrando respecto de v:

uX) v(B) = UK / 18(y) v(dy) :/ 4(0) - 16(y) v(dy) = / 37 14, (%) - 15, (v) v(cly)
Y kR>1

n

-/ nlgr;OZw 5, )v(dy) = lim. / S 14, (x) - 15,(v) 1(d)

k=1

— i Z / 1,(6) - 18,(/) v(dy) = lim ;uk(x)-z/(Bk) = 31,00 - v(Be).

R>1
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Medidas Producto

De nuevo por el Teorema de Convergencia Mondtona, pero integrando ahora respecto
de u:

W) (B) = w(B) [ 1)@ = [ 00 v(B) ) = [ 30, -v(Be) ()

k>1

/ Tim " 1,00 - v(Br) u(dx) = lim. / Zuh  1(By) u(dx)
X k=1

im > [ 160+ (B0 ) = im ;u(Ak)-u(Bk) = 3 A - v(Be).

n—o0 k>
>1

Sea E € Z,, sabemos que E = Un21An x Bp, con A, € A, B, € B. Definimos,

E)= ZN(An) - v(Bn).

n>1
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Medidas Producto

m esta bien definida sobre Z,, y es enumerablemente aditiva. Por el Teorema de
Extension de Caratheddory, 7 se extiende a una medida 7 sobre todo C = o(Zo).

La condicion de X'y Y ser espacios o-finitos, implican las condiciones para la unicidad.
Notacion:

® 7=y x v esla medida producto de ;1 y v.

® C=0(Z,) = A x B es la o-algebra producto de Ay B.

* El espacio producto de (X, A, u)y (Y,B,v) es

XxY, AxB,uxv).
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Medidas Producto

Definicion

Sean E C X x Y un subconjunto cualquiera, x € X,y € Y. La x-seccion de E es el conjunto
Ex={yeY: (xy) ek}

y la y-seccion de E es el conjunto
EY={xeX: (x,y) € E}.

Definicion

Seaf : X x Y — R una funcién arbitraria, x € X,y € Y. La x-seccion de f es la funcion
Y > R, con

B Fy) = Fx.y),

mientras que la y-seccion de f es la funcion f¥Y : X — R, con

%) = Fx.y).
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Medidas Producto

Observaciones:
* Ex=my(EN({X} xY))yE¥ =7x(EN (XN {y})).
® Si consideramos los mapas de inclusion iy : Y — {x} xYe ¥ : X — X x {y}, entonces

Ex=mv(ENix(Y)) y EY = m(EN¥(X)).

* Ademas, fxy =foixyfy=fol.
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Medidas Producto

Proposicion
® SiE C X x Y es mesurable (en la medida producto), entonces Ey y EY son mesurables.

® Sif:X xY — R es mesurable (en la medida producto), entonces fy y f¥ son
mesurables.

Prueba: Ejercicio!

Lema
Sean (X, A, 1) y (Y, B,v) espacios de medida o-finitos. SiE=A x B,conA € A, B € B,
entonces las funcionesf : X - Ry g :Y — R, definidas por

f(x) =v(Ex) y g(y) = u(E¥),

son mesurables, y
/fduz/ 1Ed7r=/gdy.
X XxY Y
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Medidas Producto

Prueba: Vamos a suponer, primero, que los espacios X y Y tienen medida finita. Sea
M ={Ee€ Ax B: elresultado del enunciado vale para E}.

Vamos a mostrar que M es una clase monotona y que contiene a la coleccion Z,.

Observe que si E=A x B, con A € A, B € B, entonces
F(X) = v(Ex) = 1a(x) - v(B) y g(y) = p(E¥) = p(A) - 15(y),

Vo [rdu= [ uu@)dn = ) v(B) = (€)= [ ua)re()dv = [ g

Esto muestraqueZ={AxB: A€ A, b e B} C M. Como cada elemento de Z, es union
disjunta enumerable de elementos en Z, por s-aditividad, tenemos que

/fdu:n(E) :/gdy, VE € Zo,

lo que muestra que Z, C M.
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Medidas Producto

Mostramos ahora que M es una clase monotona. Sea {E, },>, Una secuencia ascendente
de elementos en M, con E, M E =, Ep.

Consideremos las secuencias de funciones mesurables {fy}n ¥ {gn}tn, fn: Y = R,
— R, con

9 £a(%) = v((En)x) ¥ 9n(y) = i((En)Y).

Como cada E, € M, vale

/f,-,d,u:ﬂ'(En):/gndV, vn > 1.

Ademas, E, /' E = (En)x /" Ex, (En)Y  EY y por continuidad superior
v((Ende) / o(E), n((EaY) /' ul(EY), 7(En) / m(E).

Esto muestraquef, ' fygn "g.
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Medidas Producto

Usando el Teorema de Convergencia Monotona, tenemos

/deu

/XHM dy = Iirr’n/xfn du = lim(Er) = n(E)

= Iim/gndV:/IimgndV:/gdu.
mJy y I 14

De ahi que E € M, y M atrapa limites de secuencias ascendentes.

Como 7 es una medida finita (ya que x y v lo son), el mismo argumento muestra que M
atrapa limites de secuencias descendentes. Portanto, M es una clase monotona.

Por el Lema de Clases Monétonas, Z, C M = C = o(Z,) € M, y vale el resultado.

En el caso de espacios o-finitos, basta tomar una secuencia de rectanculos (finitos) Z,,
con m(Z,) < +oo, tales que Z, /X x Y, y aplicar el Teorema de Convergencia Monotona
a E n Zn. D
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Teorema de Tonelli

Teorema (Teorema de Tonelli)

Sean (X, A, 1), (Y, B,v) espacio de medida o-finitos, y sea F : X x Y — R una funcién
mesurable no-negativa. Entonces, las funcionesf : X — R, g : Y — R dadas por

F0) = [ Fd o) = [ P

son mesurables y
/fdp:/ Fdﬂ:/gdy.
X XxY Y

En otras palabras

[([rayau=[[ rdxn= [ ([Fdu)an

Prueba: Si F = 1, con E € A x B, el Teorema de Tonelli se reduce al lema anterior
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Teorema de Tonelli

pues
f(x) = /Fx dv = / ( ) dv = /Y1Ex dv = v(Ex) = 1a(X) v(B),
/ P dy = / ) dyu = / 16 djt = p(EY) = u(A) 16(y),
y / fy = / 1(X) v(B) dyt = p(A) (B) = / 1(A) 15(y) dv = / gdv. )

n
Si F es una funcion simple, con representacion estandar F = ZCﬂEi, entonces (2) vale
k=1
por linealidad.

Finalmente, si F es mesurable y no-negativa, por el Lema del Sombrero, existe una
secuencia de funciones simples {F,},>, tales que F,  F. Definimos

on) = [ (Fadv ) = [ (Fo)"de
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Teorema de Tonelli

Por el Teorema de Convergencia Monétona,
@n:/(Fn)xduf/deu:f, z/;n:/(F,,)Vdu//Fydﬂ:g.
Y Y X X

Luego,

/fdu = /Iimgo,,du:lim pndu
X x N nJx

= Iim/wnduzlim/dzndz/:/gdl/.[]
nJy nJy y
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Teorema de Fubini

Teorema (Teorema de Fubini)

Sean (X, A, u), (Y, B,v) espacio de medida o-finitos, y sea = = p x v la medida producto
enX xY.SiF:X xY — Resr-integrable, F € L'(w), entonces las funciones f : X — R,

g : Y — Rdadas por
F00 = [ R g)= [ P

son mesurables, tienen integral finita, y

/fduz/ Fdw:/gdu.
X XxY Y
En otras palabras

/x</deV)d”://nyFd(”XV):/y

Medidas Producto | Alan Reyes-Figueroa Page 15 UVG

/N

/x qu) dv.

UNIVERSIDAD
DEL VALLE
DE GUATEMALA




Teorema de Fubini

Prueba: Como F es integrable con respecto de «, entonces su componentes Fy F~
también son integrables respecto de .

Aplicando el Teorema de Tonelli a F* y F~, deducimos que las funciones
Fr= [Fwdv. a" = [V dn £ = [(F v g7 = [P
Y X

poseen integrales finitas (f ™, f~ respecto de 1, y g+, g~ respecto de v), y vale

/f+ - / F+d7r=/g+du
X XxY

/f— _ / F‘dw:/g‘du.
X XxY Y

Por linealidad, restando ambas ecuaciones tenemos
/f:/ Fdﬂ':/ng.D
X XxY Y
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