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Espacios Normados

En esta seccion estudiamos algunos espacios de medida (X, A, 1), en donde ademas, X
es un espacio vectorial normado, y X es un espacio topologico.

Definicion
Sea (X, +,-,K) un espacio vectorial. Una norma en X es una funcioén || - || : X — R que
satisface:

i) |Ix|| >0, vxeXy (i)|x|]|=0<x=o.
i) [jax|| = |a - ||x]], ¥X € X, Yo € K.
i) [ +yl| < [IXI] + [ly]l, ¥,y € X.

Obs!
® Cuando || - || no satisface (i.i) se llama una seminorma o una pseudonorma.
® Laestructura (X, +,-, K, || - ||) se llama un espacio normaldo.
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Espacios Normados

Ejemplo 1: (R", +, R, || - ||p) es un espacio normado, con la norma
4 1/p
Il = (> P) . p=.
i=1
Ejemplo 2: (R™" + - R, || - ||¢) es un espacio normado, con la norma de Frobenius
n.n 1/2
1Al = (D3 las?)
i=1 j=1

Estamos particularmente interesados en espacios de funciones.

Ejemplo 3: (C(a,b), +,-,R, || - ||), el espacio de funciones continuas en el intervalo (a, b),
es un espacio normado, con la norma 1

b
Iflls = / £ dx.

o con la norma infinito ||f|oc = supye(a,py If (X)|-
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Espacios Normados

Ejemplo 4: Consideremos el espacio de medida (R, B(R), \'), y sea
(M(B(R)), +, -, R,]| - ||), el espacio de funciones Borel-mesurables en R. Este es un
espacio normado, con la norma supremo

[Ifll+ = sup [f(x)] dx.
XER
Ejemplo 5: Consideremos un espacio de medida (X, A, i), y recordemos que
L'(p) = {f:X—> R: f es u-integrable} = {f X—=R: fe M(A), /|f| du < —I—oo}.
X

Definimos una funcion de norma en L'(x), dada por

fll, = / | .

Lema
L'(w) es un espacio vectorial sobre Ry || - ||,, es una seminorma. Mas ain

IIfll. =0 « f =0, u-ctp.
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Espacios Normados

Prueba: Ya hemos visto que L'(1:) es un espacio vectorial sobre R

(f,g € L'(n) = of +Bg € L'(n))
Mostramos que || - ||, es una seminorma:

* U1l = x [ ifldu > o, para todaf & ().
. ||af||u:/X: |ozﬂdu:/xla||f|du:\aI/XIflduzla\Hfllu-
. IIfQIIMZ/XIf+g|duS/X(Ifl+Ig|)du:/xlf|du+/xlgldu: Flly + 119

Esto muestra que || - ||, es una seminorma en L"(p).

Finalmente, |[f||, =0 < /fdu =0 < [fl]=0p-cCtp. < f=o0p-ctp.
X
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Corregimos a continuacion el problema de que || - ||f no sea una norma en L(y).
Definicion

Dos funciones f,g € L'(u) son u-equivalentes si f = g u-c.t.p.

Proposicion

La relacion de ser ji-equivalentes es una relacion de equivalencia en L'(u). o
Notacion: ~,.

Definicion

Sea (X, A, 1) espacio de medida. Deﬁnimos el espacio de Lebesgue L"(X) como

L'(X) = ={Ifl: fel(w}
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Teorema
[| - ||» define una norma sobre L'(X), de modo que (L'(X),+,-,R,|| - |]1) es un espacio
vectorial normado.

Prueba: Por el lema anterior, || - ||, es una seminorma sobre L(X).
Ademas,

IA]],=o0 @/lelduzo — |f| = 0 p-ct.p. = [f] = [o].
Esto muestra que || - ||, define una norma en L'(X).

De igual manera, para 1 < p < oo, definimos el espacio de Lebesgue LP(X) como

00 = =)~ (if: e} = {1 Fe M) [ P du < +oc),
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y tenemos la seminorma

fllp = / fPdu  paraf e LP(u).

EL mismo argumento usado en el caso de L'(X) muestra que

Teorema
|| - ||p define una norma sobre LP(X), de modo que (LP(X),+,-,RR,|| - ||p) es un espacio
vectorial normado, para todo 1 < p < co.

Obs:
® Los espacios LP(X) tienen propiedades importantes: son normados, son completos.
® [P(u) son los primeros ejemplos (no triviales) de un espacio de Banach.
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Tenemos un caso adicional de espacio LP(X), cuando p = oo.

Definicion

Sea (X, A, 1) espacio de medida. Definimos el espacio de Lebesgue L>(u) como el
espacio de funciones esencialmente acotadas, esto es |f| < C u-c.t.p., para alguna C > o.

L®(u) = {f : f € M(A),|f| <C, p-ct.p., paraalguna C > o}.

Definicion
Sea (X, A, 1) espacio de medida. Definimos el espacio de Lebesgue L>°(X) como

S0 gy fe o).

~u

L®(X) =

Para f € L'(X), definimos el supremo esencial de f por
[Iflloc =inf{C>0: |f| <C, pu-ct.p.}.
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Teorema
| - ||co define una norma sobre L*°(X), de modo que (L*°(X),+,,R,|| - || ) €s un espacio
vectorial normado.
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Desigualdades Importantes

En esta seccion estudiamos algunas desigualdades importantes que se cumplen dentro
de los espacio LP(X).

Teorema (Desigualdad de Holder)
Sea (X, A, 1) espacio de medida, f € LP(X), g € L9(X), con p,q > 1, % + % = 1. Entonces
fg € L'(X) y [Ifglls < |Ifllp l1allq- Esto es,

[ slan= ( [1rp ) ( [laleai)""

Prueba:
® Si||fl|p = o, entonces f = 0 p-c.t.p. y el producto fg = 0 p-c.t.p., lo que muestra que
el lado izquierdo de la desigualdad es cero, y la desigualdad es valida.
® Si |[|f||poo 6 ||g||qo0, entonces el lado derecho de la desigualdad es infinito, y la
desigualdad se cumple.
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Desigualdades Importantes

Supongamos entonces que ||f||p, ||9]lq € (1, 00).

® Sip=ocoyq=1,entonces [fg| < ||f||o |g| n-c.t.p. Por la monotonicidad de la
integral de Lebesgue, tenemos

fall =/le9|du < /X||ﬂ|oo 91 dpu = ||f||oo/x|g\du — [Ifllox Ilg] -

® Similarmente paraelcasop =1y g = .

® Supongamos que p,q € (1,00). Dividiendo f por ||f||, vy g por ||g||q, ¥ por la
linealidad de la integral de Lebesgue, podemos asumir que ||f|[, =1y ||g]|q = 1.
Usando la Desigualdad de Young, con a = [f(x)|, b = |g(x)|, tenemos

F(x)g(x)| < |f(’;)|p + |g(;)|q, VX € X.

Integrando de ambos lados

P q
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Desigualdades Importantes

. 101 . .
Lo anterior muestra que ||fg||, < — + i 1, lo que muestra la Desigualdad de Holder.

©

Obs!
® Cuando |[f||p = ||g||q = 1 La desigualdad de Holder se vuelve una igualdad cuando
IfIl> = 1lgllg p-c.t.p. (Ejercicio!)

® En el caso general, esto implica que existen constante «, 3 > O tales que
allfls = 81lgllg n-ctp.

® Existe otra forma de probar la Desigualdad de Holder usando la Desigualdad de
Jensen.
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Desigualdades Importantes

Definicion
Dos ndameros p, q, > 1 que cumplen con % + % = 1 se llaman indices conjugados.

Observe que si p = 2, entonces g = 2, y este es el Gnico indice auto-conjugado.

Tomando la Desigualdad de Holder con p = 2, obtenemos que ||fg||, < ||f||-||g|l.- Esto es

/X|f9\du = (/X|f|2du)1/2(/xg|2du>1/2, f.g € L3(X),
(/X|f9‘dﬂ>2 = (/lel2 du)(/xlg\zdu), f,g € L2(X).

Obs! Toda la teoria de Analisis Armonico y Analisis de Fourier se desarrolla en L?(X).

O
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Desigualdades Importantes

Teorema (Desigualdad de Cauchy-Schwarz)
Sea (X, A, 1) espacio de medida, y sean f, g € L*(X). Entonces, fg es u-integrable y

| [Sacu| < [ Ifoldu < Il gl o
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Desigualdades Importantes

Teorema (Desigualdad de Jensen)
Sea (X, A, 1) espacio de medida, con p(X) =1. Sea f € L'(X), y ¢ : R — R una funcion

convexa. Entonces,
/ f du / pof)du.

Prueba: Sea x, = /f du < +00. Como ¢ es convexa, existen constante a,b € R tales

X
que ax + b < ¢(x), para todo x € R. (Esto se debe a la existencia, siempre, de un
subdiferencial para funciones convexas).

Entonces, axo + b < ¢(Xo).

Por otro lado, ¢(f(x)) > af(x) + b, para todo x € X p-c.t.p. Por monotonicidad
/(@of)du>/(af(x)+b du—a/f du+b/ dji = axo + b = o(xo) /fdu
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Desigualdades Importantes

Teorema (Desigualdad de Minkowski)
Sea (X, A, 1) espacio de medida. Si f, g € LP(X), con p > 1, entonces

I +all, <1Ifllo + lgllp- 0

Prueba: Primero, mostramos que f + g es p-integrable. Del hecho que p(x) = |x|P es
convexa, por la Desigualdad de Jensen (para funciones en R), tenemos

|3+ 30" < |13f1 + 1391° < 3IFP + lgl”.
Luego, 55 [f + glP < JIfIP + 3(g1P = If +gIP <2P7"(If]P + |g[P).
Esto muestra que f + g € LP(X).
Usando la desigualdad triangular, y la Desigualdad de Holder

If+glp = /X|f+9\pdu - /X|f+g||f+9|”‘1du S/X(If|+|9|) F + P du
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Desigualdades Importantes

If +qllp = /X|f+g\"du = /X|f+g||f+g|"‘1du S/x(lf|+lgl) If +g/P~"du
< [wirrarans | \g|\f+g|ﬂ*1 dy
1/p 1) L 1-1/p
< Pdu) + / Pdy) / +g|P -
[(firp )™+ ([ 1apen) ) ( [ £+91° 57 du)

f+4llp

< (||f||p+||g|p):f+gH"-

Multplicando ambos lados por :];+ ng obtenemos

W +9gllp < [Ifllp + lgllp-
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Teorema de Completitud

Definicion
Una secuencia {f,}n>1 C LP(X) es una secuencia de Cauchy si para todo = > 0 existe

no € N tal que
m,n 2 no — ||fn _fm||p < E.

Una secuencia {f,}n>1 C LP(X) converge a f € LP(X) si para todo ¢ > 0 existe n, € N tal

que
n>no = |lfa—fllp <e.

Obs! Toda secuencia convergente {f,} {fn} es de Cauchy.
El Reciproco no siempre vale.

Definicion
Un espacio vectorial S es completo si toda secuencia de Cauchy {f,}n>1 en S, converge a
una funcionf € S.
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Teorema de Completitud

Teorema (Teorema de Completitud)
Para todo 1 < p < oo, el espacio LP(X) es un espacio lineal, normado con la norma

7l = ( [P dn)”,

y completo. Esto es, LP(X) es un espacio de Banach.
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