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Integrales a un parametro

Aplicacion 1: Integrales dependientes de un parametro.
Sea (X, A, 1) un espacio de medida, f : X x (a,b) — R, con f = f(x,t), dondex € X y
t € (a,b) es un parametro. Estamos interesados en estudiar integrales del tipo

F(t) = /X fxt)u(dx),  parate (a,b).

Teorema (Teorema de Continuidad)
Sea (a,b) # @, yseaf : X x (a,b) — R tal que
i) X — f(x,t) € L'(1), para todo t € (a, b);
ii) t— f(x,t) es continua, para todo x € X;
i) |f(x,t)] < w(x), V(x,t) € X x (a,b), para alguna w € L"(1).

Entonces la funcion F : (a,b) — R, dada por F(t /f w(dx) es continua.
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Integrales a un parametro

Prueba: Observe que para cadat € (a, b) fijo, de (i), el mapa x — f(x,t) € L'(n), de

modo que
t— F(t /f u(dx) esta bien definido,

y vale

/X F(%, 1) pu(dx) < +oo.

Vamos a mostrar que para cada t € (a, b) y cada secuencia {t,}n>, C (a,b) tales que
tn — t,vale lim F(ty) = F(t).

n—oo
Por (ii), el mapa t — F(x, t) es continuo, luego f,(x) = f(x, t,) — f(x,t).

Ademas, por (iii), [fa(X)| = [f(X, tn)| < [w(X)], Vt, € (a,b); lo que muestra que las
funciones f, € L'(u), Vn > 1.

UNIVERSIDAD
DEL VALLE
DE GUATEMALA

Aplicaciones | Alan Reyes-Figueroa Page 2 UVG




Integrales a un parametro

Por el Teorema de Convergencia Dominada, f, € L'(u) = nlim fa(X) =f(x,t) € L'(n), y
— 00

Ao = [foctue) = [ lim fiu(e) = fim [ £00 u(e0
T /f(x,tn)u(dx) — lim F(tn).

n—oo X n—oo

Esto muestra que F(t) es continua en (a,b).

UNIVERSIDAD
DEL VALLE
DE GUATEMALA

Aplicaciones | Alan Reyes-Figueroa Page 3 UVG




Integrales a un parametro

Teorema (Teorema de Diferenciabilidad)

Sea (X, A, ) espacio de medida. Si f : X x (a,b) — R satisface
i) X — f(x,t) € L'(1), para todo t € (a, b);
ii) t— f(x,t) es diferenciable en t, para todo x € X;

i) |2 (x,t)] <w(x), ¥(x,t) € X x (a,b), para alguna w € L'(jx).

Entonces la funcion F : (a,b) — R, dada por F(t /f X, t) u(dx) es diferenciable en
(a,b)y d of
2 R dt/fx O n(e) = [ 5100.0) ().

Prueba: Sea t € (a,b) y fijemos una secuencia {t,},>: C (a,b) tal que t, #tyt, —t.
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Integrales a un parametro

Definimos _
ot = A ZID Dy,

Esto muestra en particular que x — %f(x, t) es mesurable (ya que es maltiplo escalary
resta de funciones mesurables).

Por el Teorema del Valor Medio, existe ¥ = 9¥(x, n) € (a,b) tal que
)] = g [ () — *“Fﬂm X, 0)| < Ww(x)|, ¥n > 1.

Asi, fn € L'(p), y la secuencia {f, }n>+ satisface las condiciones del Teorema de
Convergencia Limitada. Luego

F/(t) _ nll>n;o F(tzzit _ n_wo/‘fx tn f(x ) (dX) _ nli)”go/xfn(x)ﬂ(dx)
_ /X Tim_ fo(x) / £ F0,0) u(dx).
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Integral de Riemann vs. Lebesgue

Ejemplo: Considere la funcion de Dirichlet f : [0,1] — R dada por
1, xe@Q

0-{3 *5e
;
Recordemos que en el contexto de la integral de Riemann, / f(x) dx no existe.
;Qué ocurre con la integral de Lebesgue de f? °

En la medida de Lebesgue \' (d\" = dx), observe que Q es un conjunto de medida nula.
En particular, \'(Q N [0,1]) = 0. Entonces

Fdy = / F(x) dA" + / F(x) AT

[0,1] QnN[o,1] Q°N[o,1]

/ 1d>\1+/ od\' = pu(QnJo,1]) = o.
Qn[o,1] Q<Nlo,1]

Asi, la integral de Lebesgue existe y /fd)\‘ =o0.
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Integral de Riemann vs. Lebesgue

Obs!
® Laintegral de Riemann tiene limitantes.
® La motivacion de la integral de Lebesgue es resolver estas limitantes.
* Nos gustaria mostrar que para una familia amplia de funciones, vale

fdx = / " fx) d.

[a,b]

Recordemos que para una particion P = {a = t,, t;,t,,...,t, = b} de [a, b], tenemos las
sumas de Darboux

s(P.f) = Z mi(ti—t_,) y S(P.f)= ZMi(ti —ti_q),

donde m; = inf,_ 1 f(X) yM; = SUP[t,-,1,t,-]f(X)-
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Integral de Riemann vs. Lebesgue

La integral inferior y superior de Darboux, son dadas por

b 7b
| fwax=swse.) vy [ fodx=infsep).
Ja P a

b 7b
En particular, f es Riemann integrable en [a,b] <— / f(x)dx = / f(x)dx.
a a

Observemos que a s(P,f) y S(P,f) le corresponden a funciones simples especificas

n n
G‘F(X) = Z m,~1[ti_1’t,,](x) y ZF(X) = ZMi1[t1_1,t;](X)-
i=1 i=1

W&“/\
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Integral de Riemann vs. Lebesgue

Asi, para toda particion P de [a, b], vale a]f’ <f< )Z]’f, y

n n
/ of d\' =Y " mig, o =S(P.f), / TN = M1y ¢ = S(P.f).
i=1 i=1

A medida que las oscilaciones aumentan (de forma patoldgica), la integral de Riemann
va a fallar con alta probabilidad.

Pregunta: ;CoOmo es que la integral de Lebesgue resuelve este problema?

UuvG
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Integral de Riemann vs. Lebesgue

Para responder esto, recordemos como se calcular la integral de Lebesgue para
funciones mesurables f € M*(A) (Lema del Sombrero).

¥

7T S VAN I
’ 1 ™ \ .
: i \
I \ I \
(a) Particiones en la integral de Riemann. (b) Particiones en la integral de Lebesgue.

Teorema
Seaf : [a,b] — R funcién mesurable y Riemann-integrable en (a, b). Entonces, f € L'(\")

’ /[GVb]fd/\ _ /abf(x) dx.
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Integral de Riemann vs. Lebesgue

Prueba: Como f es Riemann-integrable, entonces existe una secuencia de particiones
P1gP2gP3g.ngg.

tales que

b 7b
Jm sPef) = [foodx y im S = [ feodx

. / o) dx = / " o) dx

Las secuencias de funciones simples o, = o—}"’ y¥,= )Z}”* son monotonas, tales que

y convergen mondtonamente a o, * oy y Yr \ X5, donde oy < f < ¥y
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Integral de Riemann vs. Lebesgue

Por el Teorema de Convergencia Mondtona

/ O’fd)\1 = lim S(Pk,f) = Iim/ O’kd)\1 :/ lim de)\1 :/ deXI.
Jla,b] kR— o0 R— o0 [a,b] [a,b] kR— o0 [a,b]

/ Trd\ = lim S(Pp.f) = Iim/ T, d)! :/ lim ¥, d\' :/ s dA",
[a,b] k— o0 k— o0 [a,b] [a,b] R— o0 [a,b]

Deahl / (Zf*O’f)d)\ _/ of d)\1 / (de)\‘l \/Zf*/df—/f /f 0.
[a,b] [a,b] [a,b]

Asi, Yy — of = 0 A'-ct.p. = ¥y = oy A'-c.t.p. (y recordemos que of < f < ¥).
Luego {f # o} U{f # X¢} € Ny y f = op A'-c.t.p.
Como o5 es funcion simple, entonces o5 € L'(\") = f € L'(\"). Ademas, como f = oy

A-c.t.p. b b
faxv = [ opan= [ fwax= [ fooax o
[a,b] [a,b] Ja a
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