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Teoremas de Convergencia

En esta seccion estudiaremos algunos teoremas de convergencia importantes en el
desarrollo de la teoria de la integral de Lebesgue, y de funciones L"(x), asi como sus
apliaciones.

Recordemos que en el Aula 18, desarrollamos el Teorema de Beppo Levi.

Teorema (Teorema de Beppo Levi)

Sea (X, A, 1) espacio de medida. Para una secuencia no-decreciente de funciones
mesurables positivas {f,}n>1 C M*(A), conf, <f, <f; <.... Entonces, el limite
f =limpfa = sup, fn € MT(A). Ademas,

/(Str;pfn)du = /fdu = s%p/fn du.

Equivalentemente,
[timfydn= [ fau=tim [,

Teoremas de Convergencia | Alan Reyes-Figueroa Page 1 UVG

UNIVERSIDAD
DEL VALLE
DE GUATEMALA




Teoremas de Convergencia

Teorema (Lema de Fatou)

Sea (X, A, ) espacio de medida, y sea {fn}n>1 € M™(A) una secuencia de funciones
mesurables no-negativas. Entonces la funcion f = Iimninff,, e MT(A)y

/(Iinriiorlffn)du < Iinrgi;f/fn dpu.

Prueba: Recordemos que liminf, f, = supy inf,>r fn Siempre existe, y ya probamos que
define una funcion mesurable no negativa.

Como la secuencia gy, = infp>, fn € MT(A), es tal que g,  f, por Beppo Levi
/l'nnl';ffn du = /siprggﬁefn du = sip(/gkfn du)
< sip(;g/fndu) = |inrgiogf/fndu- O
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Teoremas de Convergencia

Teorema (Lema de Fatou Revertido)

Sea (X, A, 1) espacio de medida, y sea {fp}n>1 C M™(A) una secuencia de funciones
mesurables no-negativas, tales que f, < f, ¥n, para una f € M*, con [fdu < +oc.

Entonces
/(Iim supfn) du > lim SUP/fn dp.
n—oo n—oo
Prueba: Ejercicio!

Obs!
® El Lema de Fatou es uno de los “lemas mas importantes” del analisis.
® Existe una version del Lema de Fatou para medidas. Si {Ap}n>1 C A
i) p(lim inf An) < lim inf ju(An).

i) limsup 12(An) < u(limsupA,), cuando p es una medida finita.
n n
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Teoremas de Convergencia

Teorema (Teorema de Convergencia Monotona)
Sea (X, A, 1) espacio de medida.

i) Sea {fn}n>1 C L'(1) una secuencia creciente de funciones integrables, con , /f,
f = sup, fn. Entonces f € L'(n) < [fdu < +ooy en ese caso

[seu= [ jim fodu= tim_[ fodn

ii) Sea {fn}n>1 C L'(1) una secuencia decreciente de funciones integrables, con , "\, f,
f =infyfp. Entoncesf € L'(1) & [fdu > —ocoy en ese caso

[fau= [ jim fodu— fim_[fodn

Prueba: Observe que (i) = (ii) tomando —f,. Basta entonces mostrar (i).
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Teoremas de Convergencia

Como f, € L'(u) paratodon>1,yf, <f, <--- <f, <---, entonces las funciones
fn — f» > 0 definen una secuencia creciente de funciones integrables en M*(A),

O:f1_f1§f2—f1 §f3_f1§"'§fn_f1§"'

Por Beppo Levi, en el limite, lim,(fn — fi) = f — fi € MT(A), y asumiendo f € L"(u)
o <sup [(f~f)du = [ suplfs ~ Fydu = [(F - ) dn
Asi,
sup [ fadi = sup [ (= fi)+ Fldu = sup | [~ F)du+ [ frdu]

sup [(F2~ £+ [fdu = [(F~F)du+ [fidu = [Fo
= /SLrl]pfnd,u < +o0.
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Teoremas de Convergencia

Reciprocamente, si sup/fn du < +oo, entonces de nuevo por Beppo Levi
n

[~ fydn= [ suntfy ~fi)d =sup [ (f ) d=sup [ focu— [ frdhu< o
por lo que f — f, € L'(). Como f, € L'(u), entonces f = (f — f1) + fr € L'(u). Esto muestra

h Jrdn= [ -raau [rdu=sw [ oo < s
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Teoremas de Convergencia

Teorema (Teorema de Convergencia Dominada)

Sea (X, A, 1) espacio de medida, y sea {f,}n>1 C L'(1) una secuencia de funciones
integrables, tales que |f,(x)| < w(x), Vn, ¥x € X, para alguna funcién integrable
w € L'(u), y suponga que f = lim, f,. Entonces

) Jim_ [ \fa ~fldu=o.

i) f e L'(n)y vale /fdu = /nlewfn du = n'Lmoo/fn a

Prueba: De la hipotesis |f,| < w, para todo n > 1, tenemos que [f| = lim, |fa| < w.
Entonces, como w € ['(u)
[f1dn< [wdn < +oc.

y esto muestra que |f| € L'(u). Portanto, f € L"(u).
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Teoremas de Convergencia

(i) De la desigualdad triangular, tenemos |f, — f| < |fa] + |f] < w + w = 2w. Luego,
2w — |f, — f| > o, para todo n > 1.

Por el Lema de Fatou

/2Wd,u =

[ timint (aw — Ify ~ £ de < timint [ (2w~ iy - £1)
/2Wd,u — lim sup/ Ifn — fldu.
n—oo
De ahi que 0 < lim inf/ fo — fl du < limsup fy — £ di < o.
n—oo n—oo
En consecuencia, lim inf/ Ifn — fldp =limsup |fs — fldu =0,
n— o0 n—oo
y portanto,

Jfim [ 1ol
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Teoremas de Convergencia

Mostramos que (i) = (ii). Observe que
| [fadu— [fau|=| [ G2 -Pau| < [ o Fldn
Luego, im | [fodu~ [ fau| < lim_[Ifo~fldu=o.

Esto muestra que ‘nli_>m /f,, dy — /fdu‘ =o.

En consecuencia,
i, [fodu= [au= [ lim o
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Teoremas de Convergencia

Obs!

® En el Teorema de Convergencia Dominada, podemos reemplazar Vx € X en el
enunciado por vx € X p-c.t.p.

® Si hacemos lo anterior, el conjunto
N={xeX: Iirr7nfn(x) no existe} U U{x eX: |fa(X)| > w(x)}
n>1
es un conjunto mesurable, con medida u(N) = 0, ya que f,,w € M(A).

En ese caso, las funciones f - 1y y fy, - 1nc satisfacen las condiciones del teorema.

® La hipotesis de las f, ser dominada uniformemente (|f,(x)| < |w(x)|, VX € X), para
w € L'(u) es esencial.
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Teoremas de Convergencia

Ejemplo: Sea (X, A, 1) = (R, B(R), \"). Definamos la secuencia de funciones f, : R — R,
dadas por

n, o<x<?1;
— . = ’ — —n
fn(X) =N - o 1/n) (X) {o, otro caso.

Las f, son funcinoes simples,
Entonces f, € MT(A).

Ademas, f, = n - 1p/n] — O, A'-C.L.p.

Por otro lado,

1/n
/and/V = /R1-1[o,1/n])_\1 = n/ d\' = n-X'([0,1/n]) = n-1 =1, Yn>1.
o

Asi, tenemos/li;nf,, d\'= /od>\1 =0y Iirr,n/f,, d\'= Iirr,n1 =1
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