UNIVERSIDAD
DEL VALLE

DE GUATEMALA

UVG

CONJUNTOS DE MEDIDA NULA

ALAN REYES-FIGUEROA
TEORIA DE LA MEDIDA E INTEGRACION (AULA 20) 12.ABRIL.2023



Conjuntos de Medida Nula

Definicion
Sea (X, A, ) espacio de medida. Un conjunto mesurable A € A tal que u(A) = 0 se llama
un conjunto de medida nula (nullset, 6 ;-nullset).

Denotamos por N, = {A € A: p(A) =0} al conjunto de conjuntos de medida nula.
Definicion
Si una propiedad 7 (x) vale para todo x € X, excepto para aquellos x contenidos en algin

conjunto de medida nula A € A, entonces decimos que =(x) vale casi en todo punto o
casi en todas partes.

Notacion: c.t.p. 6 p-c.t.p. (en inglés, almost everywhere, a.e. 0 ;-a.e.)
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Conjuntos de Medida Nula

Cuidado! El concepto de casi en todas partes p-c.t.p. puede ser enganoso. Por ejemplo

* Sinm(x)vale py-ct.p. = {x € X: m(x)esfalso} CAe A con p(A)=o.

puede no ser mesurable

Otro ejemplo: Sean u,v : R — R funciones. No es lo mismo decir
a) u es continua ct.p.
b) u=v c.t.p., con v funcion continua.

Ejemplo: Consideremos la medida de Lebesgue X' en (R, B(R)). La funcion de Dirichlet
f:R—>R .
0= xoo
0, x¢Q.

es una funcion que no es continua en ningln punto de R. sin embargo, f = 0 A'-c.t.p.y 0
es una funcion continua.
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Conjuntos de Medida Nula

Teorema (Desigualdad de Markov)

Sea (X, A, 1) espacio de medida, y f € M*(A). Para todo conjunto mesurable A € Ay
todo ¢ > o, vale

p({f1 = cpnm) < 2 | il

Prueba:

p({lfl = ¢} NA)

/ dp :/1{Iflzc}ﬂA du = /1{\ﬂzc} “adp
{If1>c3na X X

C C
= /g"ﬂﬂzc}"'Adu = /g"{\ﬂZc} dp
X A

f 1
/%mﬂzc} dp = g/|f| “if1>cy A
A A

1
¢ [ o
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Conjuntos de Medida Nula

Obs! Cuando (X, A, 1) = (2, F,P) es un espacio de probabilidad,ysif=X:Q - Res
una variable aleatoria, la Desigualdad de Markov se vuelve

1
PN = cpra) < 2 [ xiap.

Tomando ahora A = Qy X > 0, obtenemos

IP’(XZc)gl/XdIP’.
CJa

Que es la desigualdad de Markov que se estudia en probabilidad.

Notacion: Cuando estamos en un espacio de probabilidad (Q2.F,P) una propiedad
P-c.t.p. se llama casi seguramente 6 c.s.
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Conjuntos de Medida Nula

Proposicion
Sea (X, A, 1) espacio de medida, y sea f € M™(A). Entonces

i) /fdu:o & fl=octp. < p{f 0} =o.
X
ii) 14-f € L'(1), paratodo A € N,,, y vale /fd,u =o.
A

Prueba: (ii) Definamos la secuencia de funciones f, : X — R, dadas por

fo = f An=min{|f|,n}. Las f, € M*(A) son mesurables (son minimo de funciones en
MF(A), Y fo 7 IfI-

Por el Teorema de Beppo Levi, |f| € MT(A)y [|f|du = sup, [ fndu.

Para cualquier conjunto de medida nula A € NV, vale 15 - fo 14 - [f|. De nuevo, el

Teorema de Beppo Levi garantiza que, 14 - |f| € MT(A) y /1A fldu = sup/1A fndu.
n
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Conjuntos de Medida Nula

Asi
[f1dn = [0 sunfud = sup [ -facs = sup [ - minifl.n) di
A X n n Jx n Jx

sup/1A-nd,u = sup n/1Adu = sup n/du = sup npu(A)
n Jx n X n A n
< supn-0 = O.

n

IA

Esto muestra que 0 < /|f| dp <o,y portanto, [, |f|dp.

A
Por Cauchy-Schwarz, | [ 14 - fdu| < [ |9 -f|dp = [, [f|du =0 < +o0. De ahi que
11 -f € L'(u), para todo A de medida nula.

(i) Mostramos ahora que [, fdu =0 & |f|=0ctp < u{f #0} =o.
La segunda equivalencia es inmediata a partir de la definicion de u-c.t.p., pues

fl = o p-ctp. <= p{f #0} = p{lf| # 0} = 0.
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Conjuntos de Medida Nula

Para la primera equivalencia, (<) Como |f| = 0 p-c.t.p., entonces A = {f #0} € Ay
1(A) = o.

Asi,
[iridn = [iian = [ ieu = [ e+ [ fidn - /Alfldu+/{|ﬂo}lf|du
—

-0
{If|=0}

(=) Suponga ahora que [ |f|du = 0. Usamos la desigualdad de Markov con A = X. Asi,
para cualquier ¢ > 0, vale

n({If = c}) = n({If| > N X) < /|f| dy.
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Conjuntos de Medida Nula

Como
u({lfl >0}) = u(U{IfIE%}) < Zu({\flz
< /|f| dn = Fon-o
< o. _0

Esto muestra que p{f = 0} =0,y portanto f = 0 p-ct.p.
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Conjuntos de Medida Nula

Corolario (Corolario 1)
Sea (X, A, 1) espacio de medida, y seean f,g € M(.A) funciones mesurables, tales que
f = g p-c.t.p. Entonces

i) f.9>0 = [fdu=[gdn
ii) Sif e L9(u), entoncesg e L'(u)y [fdu= [gdu.

Prueba: (i) Como f, g son mesurables, el conjunto N = {x € X : f(x) # g(x)} es
mesurable (pues N = (f — g) (R — {0}) = (f — g)~"(0)¢, y f — g es mesurable). Ademas,

u(N) = o.
——

[ e
=0
gdy = /gdu+/ gdu =/9du = /gdu-
N¢ N N¢ X
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Conjuntos de Medida Nula

(ii) Como f = g pu-c.t.p., entonces f* =g+ yf~ =g~ p-ct.p.
(Esto es porque {f* # g"},{f~ #9~} C {f # g} C A con u(A) =0.)

Supongamos que f € L(x). Entonces [f*du < +ooy [f~ du < +oc.
De la parte (i), tenemos

ft=g" u-ctp. = /g*du:/f+du<+oo
fm=g pctp. = /g_du=/f‘du<+oo

ademas, [gdu= [g"du~ g du= [frdu- [f du= [fdup

= gelLl'(n).
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Conjuntos de Medida Nula

Corolario (Corolario 2)

Sea (X, A, 1) espacio de medida, y sea f,g € M(.A) funciones mesurables, tales que
gel'(n)ylfl <gpu-ct.p. Entonces f € L'(p).

Prueba: Sabemos que f,f~ < |f| < g p-c.t.p. Por monotonicidad de la integral de
Lebesgue, tenemos

/f*dué/gdu<+oo, y /f*dug/gdu<+oo-

Luego, f*,f~ € L'(un), y por las condiciones de equivalencia de pertenencia a L', esto
muestra que f € L'(u). o
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Corolario (Corolario 3)

Sea (X, A, i) espacio de medida. Si f € L'(11), entonces f es R-valuada p-c.t.p. (Esto
significa que {x € X : f(X) = +00 0 f(X) = —o0} C A, con u(A) = 0).

Ademas, existe una funciénf : X — R tal quef = f p-c.t.p. con /fdu = /fdu.
Prueba: Definimos N = {|f| = +o0} = {f = +oo} U{f = —oc}. Observe que N € A es
mesurable (;por qué?).

Vamos a mostrar que x(N) = 0. Para ello, observe que N = {[f| = +o0} = ﬂ{|f| > R}.
k>1
Por la Desigualdad de Markov, para cada k > 1

p(N) < p({Ifl > k}) < & [Ifl du < +oc.
Haciendo k — oo, tenemos p(N) < klim # [ Ifldu = o. Esto muestra que u(N) = o.
— 00
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Conjuntos de Medida Nula

Ahora, deﬁnamosf X—=R porf =f -1yc. Esto es

00 = £00 1) = £00 - 170000 = {70 JOOER

Como u(N) = o, entoncesf:f p-ct.p.y /fdu = /f du.
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