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Ejemplo 1: Sea (X, A, ) un espacio de medida, x € X, y sea u = dx, la medida de masa
unitaria en x. Para una funcion f € M*(A), ;Como se calcula [ f du?

m
Sea f € £+(A), con representacion estandar f = > ¢;1a,.

i=1
Como X = [}JA;, entonces x pertenece exactamente a uno de los A; € A. Digamos, x € A
Entonces

o+
m

f(x)= Z Ci1a,(X) = Cj, a,, = Cj,.-
i=1

De ahi que

/ o = 15, (F) = > i 5u(A) = ci, u(A;) = €i, = F(x).
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Tomemos ahora f € M*(A). Por el Lema del Sombrero, existe una secuencia de
funciones simples no-negativas {f,}n>1 C £(A), tal que f,  f. Del Teorema de Beppo
Levi, tenemos

/fdéx = /(S%an)d(sx = Sl‘JqP/fn déx = Sl:,pfn(x)
f(x).

Portanto, /fdéx =f(x).o
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Ejemplo 2: Sea (X, A, 1) un espacio de medida, x,,X, € X,y sea u = dx, + dx,. Calcular
[ fdp, paraf e M*(A).
m
En el caso de una funcion simple f € £7(A), con representacion estandar f = Z Cia,-
i=1
Como X = [JA;, entonces x; pertenece exactamente a uno de los A; € A. Digamos,
X: €AY X €A,

Entonces m m
)= cmax)=c, Yy f)=) ¢Gil)=c,
i=1 i=1
De ahi que

[ £
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L(f) = D_cinA) = 36l +0)(A) = ¢+
Fx0) 1 F(xa). :
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Tomemos ahora f € M*(A).

Aligual que en el ejemplo anterior, por el Lema del Sombrero, existe una secuencia de
funciones simples no-negativas {f,}n>1 C £7(A), tal que f, ~ f. Del Teorema de Beppo
Levi, tenemos

[feu = [sunfydn = sup [ faci = sup [ fo (o, + 50)
= sup (falxe) + fa ()
= Fx) + %),
Portanto, /fdﬂ = f(x) + f(x2), para toda f € MT(A). 5
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Ejemplo 3: Sea (X, A, 1) un espacio de medida, {X,}n>1 C X,y sea u = Z Qi Ox,y Otp > O.

n>1
Calculamos [ f dpu, para f € M*(A). En el caso de una funcion simple f € £(A), con
m
representacion estandar f = Z Cilp,-
i=1

m
Supongamos que X, € A; . Para cada n > 1, tenemos f(X,) = Z Ci1a.(Xn) = ¢; . Luego,
i=1

[Fdn = 1) = Ycu) = Y6 o) =3 Y and(h)
i=1 i=1 n>1 =1 n>1
= D an) G, (A) =Y an D> X)) = > anf(Xn).
n>1 =1 n>1 i=1 n>1
f(xn)
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El Lema del Sombrero, garantiza que si f € M™(A), existe una secuencia
{fe}r>1 € ET(A), con f, f. Del Teorema de Beppo Levi, tenemos

[ e

/(Sipfk)dﬂ = SL;P/fk dp = szpzanﬁe(xn)

n>1

= Zan Slfjep fk(xn) = Zanf(xn)-

n>1 n>1
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Ejemplo 4: Sea (X, A, 1) = (2, F,P) es un espacio de probabilidad discreta. Esto es,
Q= {wn}n>1, P(wn) =pny an =1

n>1

En este caso, sig = ZL Ci1a, € ET(F), para cada n > 1, tenemos

g(wn) = Z Ci1a,(wn) = ¢j,. Luego,

1=
m m m
/ngP = 1(9) = D _GPA) = D 6> Pndu,(A) =D Pnu,(A)
Q i=1 =1 n>1 =1 n>1
m m
= anZCi(swn(A,-) = anZCI1A;(WH) = an g(wn).
n>1 i=1 n>1 i=1 n>1

En particular / gdP => " png(wn) =E(9).
Q

n>1
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El mismo argumento usado en los ejemplos anteriores (Lema del Sombrero + Beppo
Levi), garantiza que para funciones mesurables no-negativas g € M*(F), vale

./;chﬂ@ =" png(wn) = E(g).

n>1

:Qué ocurre en el caso de distribuciones continuas? Si X : Q — R es una v.a. continua,
con distribucion F(t) = P(X < t) = P(—oo, t), y Si fx es la funcion de densidad, entonces
recordemos que F = ;. = X, P es el pushforward de P bajo X.

Para g : R — R una funcion simple no-negativa, con representacion estandar

m
g= ZC,'1B'., donde los B; € B(R). Como A; = X~'(B;) € F (pues X es v.a.), entonces

i=1

/R g = 1,(9) = > cin(B) = DG P(X(B)) = D ciP(4) = Ix(9) = /Q g dP.
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Observe ademas que

Ex(g)

I
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—~
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El mismo argumento usado en los ejemplos anteriores (Lema del Sombrero + Beppo
Levi), garantiza que para funciones mesurables no-negativas g € M™*(F), vale

/Q g dP = / 9(t) dFx(t) = E(g).
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Integracion de Funciones Mesurables

Sea (X, A, 1) un espacio de medida. Extendemos la integral de Lebesgue [ du de M(A)
a todo M(A).

Si f € M(A), recordemos que f admite siempre una descomposicion en la forma
f=f"—f", conf'fm e M¥(A).

Definicion

Diremos que la funciéon f : X — R es u-integrable si f ¢ M(A) y las siguientes integrales

son finitas:
/f*du<+oo y /f_d,u<+oo.

En este caso, definimos la integral de Lebesgue de f con respecto de ;. como
[fau=[rran- [faucr
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Integracion de Funciones Mesurables

Obs! Algunos autores (Schilling, por ejemplo) definen f u-integrable si f € M(A)y la
diferencia [ f*du — [f~ du hace sentido. Esto es, no es +oo — <.

/f*du /f du =€ R
/fdu: /fﬂm /f dji = +oo

Enesecaso [fdueRy

Definicion
El espacio de funciones f : X — R que son p-integrables se denota por L(u) o Li-(u).
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Integracion de Funciones Mesurables

Proposicion

Sea (X, A, 1) espacio de medida y sea f € M(A) funcion mesurable. La integral de
Lebesgue de f esta bien definida. Esto es, sif = g, — h,yf = g, — h,, con

g1, G2, hy, hy € M*(A), entonces

/91du—/h1du=/gzdu—/hzdu-

Prueba: Si f = g, — hy = g, — h,, entonces g, + h, = g» + h, y g1 + h2,g> + hy € M*(A).
Usando las propiedades de aditividad de la integral de Lebesgue en M*(.A), tenemos

/g1du+/hzdu=/(91+hz)du=/(gz+h1)du=/gzdu+/h1du-
Luego, [ gdu~ [ hdu= [ gadu~ [ hadu:
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Integracion de Funciones Mesurables

Proposicion
Sea (X, A, 1) espacio de medida y sea f € M(.A) funcion mesurable. Las siguientes son

equivalentes:

i) f e Lli(u),

i) f+.f e L1 (1), (exceptuando el caso +oo — o),

i) If] e Li(w),
iv) existe w € L'(1), con w > o, tal que |f| < w.

Prueba: [(i) < (ii)] Es la definicion de f ser funcion u-integrable.

[(ii) = (iii)] Como |f| = f* + f~, entonces por linealidad

[feu= [ (s ydu= [frdus [fduzoc
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Integracion de Funciones Mesurables

Esto muestra que [f| € LL(p).
[(iii) = (iv)] Basta tomar w = |f| € L(x).

[(iv) = (ii)] Como f*,f~ < [f| <w,y w € LL(u). Por monotonicidad tenemos

[frau [£dus [wauzo,

lo que muestra que f,f~ € Li(u). o
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Integracion de Funciones Mesurables

Teorema (Propiedades de la integral de Lebesgue)
Sea (X, A, u) espacio de medida y sean f, g € Li(uu) funciones p-integrables, o € R.

Entonces
i) (homogeneidad) of € Li(n)y [af du= o [fdp.

ii) (linealidad)f + g € LL(w)y [(f+9)du= [fdu+ [gdpu.

iii) (min-max)f Ag.f v g€ Li(n),y
1 na)du < (17d) n (Fad) < (17d) v (fad) < [ va).ds

iv) (monotonicidad)f <g = [fdu< [gdpu.
V) (Cauchy-Schwarz) Si |f| € Li(u), entonces | [ fdu| < [ |f| du.

Prueba: Ejercicio!

UNIVERSIDAD

DEL VALLE
DE GUATEMALA

Integracion Il | Alan Reyes-Figueroa Page 15 UVG



Integracion de Funciones Mesurables

Observaciones: Sea (X, A, 1) espacio de medida.
® Excluyendo el caso +o0o — oo, la integral de Lebesgue es lineal en M(A):

J(of +s9)du=acfdu+s [gdn

* De (i) y (i), (1) y L3-(12) son R-espacios vectoriales. Ademas, el mapa de
integracion [ -du : L3(1) — R dado por

frs [Fou
es un funcinal lineal sobre L%(u).

® El espacio L'(u) es el primero de una familia de espacios mas generales, llamados
los espacios LP, p = 1,2, 3, ... (espacio de funciones p-integrables)

() = {f:X >R Fe MA) y [ IfPdu <o),
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Ejemplo 1: Sea (X, A, ) un espacio de medida, x € X, y sea u = dx, la medida de masa
unitaria en x. Recordemos que para una funcion f € M(A), vale

[ £eu= [ £dsc=fx

¢Cuales son las funciones f € L3.(1)?
¢Cuales son las funciones f € L'(u)?
Observe que
Felln) — fem@y [f<w
= feM(A)y f(x) <o
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Ejemplo 2: Sea (N, P(N), 1) un espacio de medida, donde y = 3, -, andpn, una medida
"discreta". Recordemos que para una funcion f € M(A), vale

[£eu=Yanfm).

n>1
¢Cuales son las funciones f € L'(u)? Observe que
Feln) — femU)y [f<w
= feM(A) Yy > anf(n) < oo
n>1
Cuando ajy = 1,Vn, tenemos f € L'(n) < |f| € L'(n) < >_, If(n)| < cc. Definimos
) = {f: N R, [P du= Y Ifn)P <o},
n>1
y se llama el espacio de secuencias p-sumables.
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