UNIVERSIDAD

DEL VALLE
DE GUATEMALA

UVG

INTEGRACION DE FUNCIONES POSITIVAS

ALAN REYES-FIGUEROA
TEORIA DE LA MEDIDA E INTEGRACION (AULA 18) 22.MARZ0.2023



Integracion de Funciones Simples

Sea (X, A, 1) un espacio de medida. Queremos medir el area bajo la curva de cualquier
funcionu: X — R.

Comenzaremos con el caso de las funciones simples no-negativas. Si f € £*, ;como
medimos el area bajo la funcion f?

m
Seaf = Z Ci1a, Una representacion estandar para f, esto es, los A; € .A son mesurables

i=1

y disjuntos a pares, y X = [, A;.

1 2 3 4 5
n(A) (A2 p(As

c1
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Integracion de Funciones Simples

Definicion
Sea (X, A, ) espacio de medida, y sea f € £1(A), con representacion estandar

m
Z Ci 1. Definimos la integral de f con respecto de ;. (o la p-integral de f) por

() = ciuA) € o, +o0].

i=1

Lema ;
Seanf = a;1, yf =) b;1s dos representaciones estandar distintas para

i=1 j=1
f € EY(A). Entonces

Z a; (A Z b; (B
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Integracion de Funciones Simples

Prueba: Como X = | JJ;A; = |J; B;, entonces
n m

Ai=|J(AinB), parai=1,2,....m; B;=[-J(AiNB), paraj=1,2,....n

j=1 i=1

Siendo p aditiva, tenemos
n

pA) = u(AiNB), parai=12,...,m; Zu . paraj=1,2,...,n.

Por otro lado, los A; N Bj son disjuntos dos a dos. En el caso que A; N B; # &, tome
XeAn Bj.
Tenemos

a; = a1(x Zakuh = f(x) mee (x) = bj1g(x)

~ b
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Integracion de Funciones Simples

Luego,

> ainA) = ANB) =D > auAnB) = Y % bju(Ans)

i1j1 i=1 j=1

n
bj 1(Ai N Bj) Zb Z/‘ iNB;) = > bju(B),

j=1

™= 1 Ms
MS Il M

1 =1

J

y esto muestra que ambos calculos de I,,(f) coinciden, por lo que el valor de I,,(f) esta
bien definido, e independe de la representacion estandar.
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Integracion de Funciones Simples

Proposicion

Sea (X, A, 1) espacio de medida, y sean f,g € £7(.A). Valen las siguientes propiedades:
i) 1,(1) = u(A), VA € A.

ii) (homogeneidad positiva) I,,(cf) = cl,(f), Vc > o.

iii) (aditividad) 1,(f + g) = 1,(f) + 1.(9)-
)

IV) (monotonicidad) Si f < g, entonces I,,(f) < 1,.(g).

Prueba: (i) Si f = 1,4, parar A € A, entonces f tiene representacion estandar
f=1a =112+ 0 1x. Luego, de la definicion de I, tenemos que
L(F) = 1u(A) + 0 - u(A%) = p(A).
m
(ii) Sea f = Za,- 15, Una representacion estandar para f.

i=1
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Integracion de Funciones Simples

m m
Entonces ¢f =) a;1, = » _ ca;1a. En particular,

i=1 i=1

= an,-,u(A,-) = CZGiM(Ai) = clu(f).

(iii) Si f = Zau yg= Zb13,entoncesf+g ZZ i + bj) 1., Luego,

I1}1

’,u(f+g) = ZZG,+b)}LA ﬂB :ZZG,‘,LLA,’QB])+ZZbI,u(A;ﬂB/‘)

i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1

m n
= ZG,ZMA nB)) +Zb Z,uA NBj) = > ajuA)+>_ bju(B)
i=1 i=1 j=1

=1 i=1

K(A) #(Bj)

= IM(f) + Iu(g)~
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Integracion de Funciones Simples

(iv) Sig > f, entonces g — f > 0,y por lo tanto g — f € £ (A).
Entonces podemos escribirg =f + (g —f), con f,g — f € £7(A). Por la propiedad (iii)

anterior, tenemos
1(9) = 1u(f) + 1u(g = f) = 1.(f)- O
——

>0
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Integracion de Funciones Mesurables

Sea (X, A, ;1) espacio de medida. Queremos ahora extendeer la definicion de integral,
para el caso de funciones mesurables no-negativas f € M™(A).

Definicion
Sea f € M*T(A). Definimos la integral de f respecto de ;. por

/fdu —sup {1, (U): u<f, ucE (A

Notaciones:
. /fdu, para dejar clara la medida g, /f si no hay ambigiiedad.

® Cuando se quiere dejar explitica la variable de integracion

[foou@o.  [feodua. [ u(@0(Fe).

Obs! / fdu € [0, +o0].
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Integracion de Funciones Mesurables

Mostramos que este nuevo concepto de integral extiende a I,,(f).

Lema
Sea (X, A, u) espacio de medida. Para toda f € £7(A), vale inf f du = 1,,(f).
Prueba: Sea f € £7(A). Como f < f, entonces f es una de las funciones simples en el
conjunto {u € £7(A) : u < f}. En particular,
/fdu =sup{l,(u): u<f, ue&r (A} >I1.(f).

Por otro lado, siu € £7(A) y u < f, por la monotonia de I,,, tenemos que [, (u) < I,(f).
Tomando el supremo

/fdu =sup{l,(u): u<f, uecEr(A)} <)

Esto muestra que [ f du = 1,(f). o

UNIVERSIDAD
DEL VALLE
DE GUATEMALA

Integracion | | Alan Reyes-Figueroa Page 9 UVG




Integracion de Funciones Mesurables

Proposicion
Sea (X, A, ) espacio de medida, y sean f,g € M*(A). Valen las siguientes propiedades:
i) [1adu=pu(A), VA € A.
ii) (homogeneidad positiva) [ cf du = c [ fdy, V¢ > o.
iii) (aditividad) [(f +g)du = [fdu+ [gdp.
iv) (monotonicidad) Si f < g, entonces [fdu < [ gdpu.

Prueba: (i) Si f = 14, entonces f es una funcion simple non-negativa, y del lema anterior
tenemos que [fdu =1,(f) = u(A), cuando A € A.

(ii) Sic = o, entonces [cfdu= [odu=0=0- [fdu. Consideremos el caso ¢ > o.
Observe que si u € £7(A) y u < cf, entonces Ju < f, y haciendo v = lu, tenemos que
ve&t(A),yvef.
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Integracion de Funciones Mesurables

Entonces, la homogeneidad se sigue de la propiedad de homogeneidad positiva de las
integrales /,,:

[efdu = sup{i(: ue (), uscf) = sup{l,w): ueer(A), w<f)
= sup{l(cv): veET(A), v<f} = sup{cl,(v): ve&T(A), v<f}
= csup{l,(v): ve&T(A), v<f} = c/fdy.
(iii) Se sigue de la propiedad de aditividad de las integrales I,,:
[feu+ [adn = sup{lu(u): ue (A, u<f)+sup{1,(v): ve (), vg)
= sup {l,(u) +1u(v): u,veET(A), u<f v<g}
= sup (L (Ut V) uveET(A), utv<fig) = /(f+g)du
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Integracion de Funciones Mesurables

(iv) Sean f,g € M*(A), con f < g. Entonces, toda funcion simple u € £¥(A) que
satisface u < f, también satisface u < g.

Esto implica que
{I.u: u<f,ue&r(A)} C{l(u): u<g, uecr(A)}.

Tomando supremos sobre estos conjuntos,

/fdu =sup{l,(U): u<f,uefr(A)} <sup{l(u): u<g,uec&t(A)}= /gdu. 0O
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Integracion de Funciones Mesurables

Teorema (Teorema de Beppo Levi)

Sea (X, A, 1) espacio de medida. Para una secuencia no-decreciente de funciones
mesurables positivas {f,}n>1 C M*(A), conf, <f, <f; <... Entonces, el limite
f = limp fn = sup,, fn € M*(A). Ademas,

/(Sl;pfn)du = /fdu = Sl;p/fn dp.

Equivalentemente,
/('irrpfn)du = /fdu = “r’,“/fn dp.

Prueba: Ya vimos que el supremo de funciones mesurables no-negativas f, € M*(A), es
de nuevo mesurable no-negativa. Entonces sup,, f, € M*(A).

Ademas, si f,g € MT(A), con f < g, entonces por monotonicidad, /f du < /g du.
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Integracion de Funciones Mesurables

Afirmamos que Sup/fn du < /(Supfn) du.

n n
En efecto, para toda k > 1, se tiene que f, < sup, f». Por monotonicidad, entonces
/fk / (supfn). Tomando el supremo sobre todas las k > 1, vale

S:P/fn du < /(Strl)pfn)du

Afirmamos ahora que si u € £1(A), con u < f, entonces ,(f) < sup/fn du.
n
Seau € £T(A), conu < f,ysea«a € (0,1). Entonces, si f = sup,, fn,
vx € X, AN = N(x,«) € N, tal que au(x) < fp(x), Vn > N.

Para cada n > 1, tomamos el conjunto B, = {x € X : &/, u(x) < fa(x)}. Los B, son
mesurables, ya que B, = {%" > a}. Ademas, forman una secuencia creciente,

B;,CB,CB;C... conB, " X.
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Integracion de Funciones Mesurables

Consideremos la funcion mesurable 1g,. Como au < f,, entonces au1g, < f1g,.
m

Siu= Ci 14 €S una representacion para f, con A; € A4, entonces
i YA; i

i=1
m

m
allg, = ZOLC,“IAI. 18, = Zaci1A;ﬁBn;
i=1 i=1

de modo que
m
Zac,-u(A,-ﬁBn) < Iﬂ(au13n) = /au13n du < /fn15n du < /fnd,u < sup/fndu.
B n
=1

Como esto vale para todo n > 1,y los B, X, tomando el limite cuando n — oo,
tenemos que aU1g, — aU1x = a U, y portanto

L(au)=1,(au1x) < sup/fn dp.
n
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Integracion de Funciones Mesurables

Finalmente, en el estimado anterior, tomando el supremo sobre todas las funciones
ue Et(A),tales que

/f—sup{lu(u fet (A ,u<f}sup/fndu

Esto muestra que /(supfn) du < sup/fn du.
n n

Asi, /(supfn)d,u:sup/fn du.
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