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Funciones Mesurables

Proposicion
Sea (X, .A) espacio mesurable. Sif : X =Ry g : X — R son funciones mesurables,
entonces f Ag = min{f,g} yf Vv g = max{f,g} son mesurables.

Prueba: Definimos las funciones f A g,f vV g : X — R de manera puntual, por

(FAg)(x) = min{f(x),g(x)},  (f Vv g)(x) = max{f(x),g(x)}.

Consideramos los conjuntos de la forma G = {[a,) : a € R}. Como fy g son
mesurables, para cada a € R, los conjuntos {f > a} y {g > a} son mesurables (estan en
A). De ahi que
* {f A\g>a} ={f >a}n{g > a} es mesurable, por ser interseccion de mesurables.
® {fvg>a}={f>a}u{g>a}es mesurable, por ser union de mesurables.

Esto muestra que f Agy f Vv g son funciones mesurables.
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Funciones Mesurables

Corolario B
Sea (X, .A) espacio mesurable. Si f : X — R es una funcién mesurable, entonces f*y f~
son mesurables.

Prueba: Recordemos que las funciones f*,f~ : X — R se definen por
X, X>O0; 0, X>0;

£ = maxif.00 = {5 X200 f 0 = maxi—f0.0 = { 5 k20

Observe que 0, al ser una funcion constante, de modo que {0 > a} = @ 6 {0 > a} =X,
de modo que 0 es una funcion mesurable. De la propiedad anterior,tenemos que
ft =fVvoesmesurable. Similarmente, f~ = (—f) Vo = —(f A 0) es mesurable.

Las funciones f* y f~ anteriores se llaman la parte positiva de f y la parte negativa de f,
respectivamente.
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Funciones Mesurables

Proposicion
Sea (X, A) espacio mesurable. Sif : X - Ry g : X — R son funciones mesurables, y

k € R, entonces f + g, Rf, fg, f/g son mesurables. (Asumimos g # o en el caso de f/g).

Prueba:

i) Enelcaso k = o, ya vimos que kf = 0 es una funcion constante, y portanto
mesurable.
Si kR > 0, entonces {kf < a} = {f < %} es mesurable. Similarmente,
k<o = {Rf <a} ={f > £} es mesurable. Esto muestra que kf es funcion

mesurable.
ii) Observeque {f+g<a}= |J {f<aq}n{g<r} Entonces{f+g<a}es
q,reQ: g+r<a
mesurable, ya que es unidon enumerable de mesurables, y portanto f + g es funcion
mesurable.
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Funciones Mesurables

iii) La funcién f2 es mesurable, ya que si a > 0, entonces
{fP<ay={-vVa<f<va}={f <Vayu{f > -va}.
iv) Sify g son mesurables, entonces como
fo=1((F+9F —F— ),

es suma de funciones mesurables (por (i-iii)), entonces gf es mesurable.
v) Finalmente, si g # 0O, entonces

{1/a < g < 0}, a<o;
{1/g<a}—{ {g <o}, a=o;
{g<o}u{1/a<g}, a>o.

En los tres casos, {1/g < a} es mesurable, y portanto la funcion 1/g es mesurable.
Luego, la propiedad del producto (iv) muestra que f/g es mesurable.
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Funciones Mesurables

De forma crucial, la mesurabilidad se preserva por operaciones de limite en secuencias.

Proposicion
Sea (X, A) espacio mesurable, y sea f : X — R una secuencia de funciones mesurables.
Entonces sup fr, inf f, lim sup fp, liminf f,

k— o0 kR—ro0

son funciones mesurables.

Prueba: Para todo a € R vale

{SUPfk <a}=(\{fe <a}, {i';ffk <a} = J{fe<a},

k>1 k>1
de modo que supy fx € infy, fr SOn mesurables.

Ademas, como limsup = mfsupfk y I|m mf = sup mf fk, entonces también limsupy, f v
k>

R— o0

liminfy, fr son mesurables. -
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Funciones Mesurables

Corolario B
Sea (X, .A) espacio mesurable, y sea f, fr : X — R una secuencia de funciones mesurables
tal que f, — f puntualmente. Entonces, f es mesurable.

Prueba: Si f, — f, entonces f = limsup,_, . fr = liminfr_, o fr, ¥ por la proposicion
anterior, f es mesurable.

Si (X, .A) es espacio mesurable, hemos visto que las funciones mesurables en X forman
un R-espacio vectorial (con la suma y producto escalar). Denotamos

M = M(A) = {f:X—R: fesfuncion mesurable}.
Mt = MT(A) = {f:X—R: fesfuncion mesurable no-negativa}.
M~ = M~ (A) = {f:X—=TR: fesfuncion mesurable negativa}.
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Funciones Simples

Definicion
Sea (X, .A) un espacio mesurable. Las funciones de la forma

m
f(x) = Zc,- 15,(X), conm e N, ¢; € R, A; € Adisjuntos a pares, (1)
i=1

se llaman funciones simples.

Si tenemos

i=1

m m
fX)=> cg(x), conmeN, GeR, Bie A yX=|]JB, ()
i=1

entonces decimos que f esta en su representacion estandar.

Obs! Las representaciones (1) y (2) no son (nicas.
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Funciones Simples

Ejemplo: Sea (X, .A) espacio mesurable y A, B € A. Consideramos las particiones
Py = {A,A%} y P, = {B, B} de X. Entonces, la funcion constante 1 en X admite las
representaciones estandar

1A(X) + 1AC(X) = 1()() = 1B(X) + 1Bc(X).

Mas aln, 1(X) = 1a8(X) + 1anse(X) + 1acns(X) + Tacqpe(X).
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Funciones Simples

Lema
Sea (X, .A) espacio mesurable, y sean A, B € A. Entonces:

® 1+13="1a-8+21an8 + 13-4
® 1418 = 1ans.
Sia,b € R, entonces
® a1y +b1g=a1_5+(a+b)1ans+ b1s_a.
® a15-b1g = ab1ans.

Prueba Ejercicio!
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Funciones Simples

Proposicion
Sea (X, .A) espacio mesurable. Sif : X — Ry g : X — R son funciones simples, y k € R,
entonces f + g, kf, fg, f/g son simples. (Asumimos g # o en el caso de f/g).

m n
Prueba: Sean f =) "a;1s, Y bj1s representaciones estandar para f y para g,

i=1 j=1
respectivamente. Esto es {A;}1", es particion de X; similarmente, {B;}", es particion de
X.

Del lema anterior, tenemos
m
i) kf = (ka;) 14, es funcion simple.
i=1

m n
ii) f+9=> a;+ bj1g, esfuncion simple.

i=1 j=1
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Funciones Simples

m n m n
iii) fg = (Zai 1A,.) (Z b; 13/.) = Z Z a;b; 148, €s funcion simple.
i=1 j=1

i=1 j=1

m

. . . 1 1

iv) Sig +# 0, entonces cada b; # o, paratodoj =1,2,...,n. Entonces — = E b 1g, €S
i=1 i

de nuevo una funcion simple. Consecuentemente, la propiedad del producto (iii)

implica que
m nq m n
]g;: (Zai1Ai)(ZEj1B/) :ZZ%"A,-mB,-,
1=1 j=1

i
=1 j=1

es funcion simple.
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Funciones Simples

Si (X, A) es espacio mesurable, hemos visto que las funciones simples en X forman un
R-espacio vectorial (con la sumay producto escalar). Denotamos

E=¢EA) = {f:X—TR: fesfuncionsimple}.
Et = ET(A) = {f:X—R: fesfuncion simple no-negativa}.
E =& (A = {f:X—R: fesfuncion simple negativa}.
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Funciones Simples

Teorema B
Sea (X, A) espacio mesurable. Toda funcion simple f : X — R es mesurable.

Prueba: Ver ejemplo 2 del aula anterior.

Proposicion
Sea (X, A) espacio mesurable. Toda funcion mesurable f : X — R que toma un nimero
finito de valores, es simple.

Prueba: Sea | = Im(f) = {y1,>,...,Ym} CR. Los {f =a} = {f > a} — {f > a} € A, puesf
es mesurable. Como f es funcion, {f = y;} N {f = y;} = @ parai # j. De ahi que

m

FOO =D a-1pay(X) =Y Yitir—y; (X).

acl i=1

Como X = |JI,{f = y;}, entonces f es una funcion simple.
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Funciones Simples

Teorema (Lema del Sombrero (Sombrero Lemma))

Sea (X,.A) un espacio mesurable. Toda funcion mesurable, no-negativa, f : X — Resel
limite de una secuencia creciente de funciones simples {fn}n>1, fn : X = R. ESto es,

fon /Ty f(x) :szpfn(x) :nlemfn(X), VX € X.

Esquema de Prueba: Para cada n € N, definimos los conjuntos de nivel

A(”)_ {2£n§f<kz+"1}v parak =0,1,2,...,n2" —1,
* {on}, para kR = n2".
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Funciones Simples

® Las {f,} forman una cadena ascendente 0 < f; < f, <

® [fa(x)

* Los AV Aftn<f}mﬂﬂ<“4}eA.H
complementoA non = {f >n} e A
Ademas, R = Uk:o k .

® Lo anterior muestra que si f(x) < oo,
entonces x € {f < n}, para cada n > f(x).
De modo que fp(x)  f(x).

® Finalmente, para f(x) = +oc, entonces la

secuencia fp(x) = n 7 f(x).

Sumando todo lo anterior, obtenemos f, ' f.

<< fa S

— f(x)| < 57, parax € {f < n}. En particular, fo(x) — f(x), parax € {f < n}.
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