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Mapas Mesurables

Definicion
Sean (X,.A) y (Y, B) espacios mesurables. Decimos que un mapa T : X — Y es mesurable
(respecto de las o-algebras Ay B) si T-'(B) C A. Esto es,

T7'(B) € A, paratodo B € B.

En el caso particular en que T : R™ — R", A = B(R™) y B = B(R"), entonces T se llama
un mapa Borel-mesurable.
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Mapas Mesurables

Lemma

Sean (X,.A) y (Y, B) espacios mesurables, con B = o(G), donde G C P(Y) es algin
conjunto generador. Entonces, T : X — Y es mesurable < para tod G € G, T"'(G) € A.
(En otras palabras, es suficiente verificar la definicion para aquellos conjuntos en el
generador G).

Prueba: (=) Si T : X — Y es mesurable, entonces por definicion T~'(G) € A, para todo
G € B, en particular, para todo G € G.

(«) Consideremos la coleccion de subconjuntos de Y
S={BCY: T(B)ec A}

Observe que
®* gecS,yaqueT '(@)=w e A
® SiBe S,entoncesA=T""(B) € A. Luego, T"'(B°) =T '(B)* = A® € A, lo que
implica que B¢ € S.
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Mapas Mesurables

® Si {Br}r>1 € S es una secuencia de elementos en S, entonces A, = T~ "(Bg) € A,
para todo k > 1. Como A es o-algebra, entonces
T (UkBr) = Up T7"(Bk) = Uk Ak € A, de modo que | J, By, € S.

Lo anterior muestra que S es una o-algebraen Y.

Por hipdtesis, T-'(G) € A, VG € G. Luego,G C S = B=0(G) CS,= T(B) C A, lo que
prueba que T es mesurable. 4

Obs! Si (X, 0) es un espacio topologico (O = abiertos), y consideramos la -algebra de
Borel B(X) = o(O), nos gustaria establecer una relacion entre los mapas continuos y los
mapas mesurables.

Corolario
Sean (X, Ox) y (Y, Oy) espacios topoldgicos, y consideremos los espacios mesurables
(X, B(X)), (Y,B(Y)). Entonces, todo mapa continuo T : X — Y, es un mapa mesurable.
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Mapas Mesurables

Prueba: Como T : X — Y es continuo, entonces T~"(Oy) C Ox. Luego,
T='(Oy) C Ox C B(X). Como los abiertos Oy generan a B(Y), por el lema anterior,
tenemos que T-"(B(Y)) C B(X), y T es un mapa mesurable.

Comentario: No todo mapa mesurable es un mapa continuo.

Ejemplo: Tome T : R — R, (aqui consideramos las o-algebras de Borel en R),

T00 =100 = {3 ot raser
Analizamos las posibles preimagenes por T, de cualquier intervalo abierto [—oo, y):
® Siy <o, entonces T~ '(a,b) = o € B(R).
® Sio<y<1,entonces T~'(a,b) = (—oo,—1) U (1,00) € B(R).
® Si1<y,entonces T~'(a,b) =R € B(R).
Esto abarca todas las posibilidades = T es mesurable. Pero T no es continua.
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Proposicion
Sean (X, A),(Y,B),(Z,C) espacios mesurables. SiT,: X - Yy T, :Y — Z son mapas
mesurables, entonces T, o T, : X — Z es mesurable.

Prueba: Sea C € C. Como T, es mesurable, entonces B =T, "'(C) € B. Como T, es
mesurable, entonces A=T,"(B) € A. PeroA=T,"(B) =T, (T, (C)) = (T, 0 T,)7'(C), lo
que muestra que T, o T, es mapa mesurable.

Dado un espacio mesurable (Y,B) y dado T : X — Y, en ocasiones podemos no tener
referencia de una X-algebra en X. Nos gustaria construir alguna c-algebra A en X para la
cual T resulta ser mesurable.

® Obviamente, A = P(X) hace que Ty cualquier otro mapa de X a Y sean mesurables.

Pero, ;es posible construir una menor s-algebra para que T sea mesurable?
® En este caso, la menor s-algebra en X para la cual T es mesurable es A = o(T~'(B)).
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Ahora, suponga que {(X;, 4;)}ic, es una coleccion de espacios mesurables. Dados mapas
T,' X = X,'.
¢Cual es la menor o-algebra en X que hace que todos los T; sean mapas mesurables,
simultaneamente?

* Respuesta: A =o(UJ; T, (4))).
Definicion
A=0(U;T'(A))) se llama la o-algebra generada por los mapas T;.
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Mapas Mesurables

Teorema
Sean (X,.A) y (Y,B) espacios mesurables, T : X — Y un mapa mesurable, y sea n una
medida sobre A. Entonces, podemos construir una medida T,... en B, dada por

T.u(B) = ,u(T_1(B)).

Prueba: Observe que al ser T un mapa mesurable, entonces T..u aplica sobre conjuntos
validos. Mostramos que T,u es una medida.
* T.u(@) = u(T7'(2)) = (@) =o.
® Sea {Bi}r>1 C B una secuencia de conjuntos disjuntos a pares en B. Entonces las
preimagenes {T~"(B)}r>, también forman una secuencia de conjuntos disjuntos a
pares en A, pues T-'(B;)NT~'(B;) = T~"(BiNB;) = @, parai+# j. Luego,

T*’u( U Bk) - M<T71 ( U B")) = “( U Tq(Bk)) = Zﬂ(Tq(Bk)) = Z T.1u(Bg).
= = k1 k>1 k>1

Lo anterior muestra que T.mu es una medida.
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Teorema
Sean (X,.A) y (Y, B) espacios mesurables, T : X — Y un mapa arbitrario, y sea . una
medida sobre B, y A una o-algebra contenida en T—"(B). Entonces, podemos construir

una medida T*;, en A, dada por
T u(T7(8)) = u(B).
Prueba: Mostramos que T*; es una medida.
* T"u(2) = T"u(T(2)) = u(2) = o.
® Sea {Ag}r>1 C B una secuencia de conjuntos disjuntos a pares en A C T~ "(B).
Entonces los A, = T~'(Bg) son preimagenes de conjuntos disjuntos en 3. Luego,

ra(Us) = Tu(Ure) = T (Ua)) = u(Us)
k>1 k>1 k>1 k>1
= > w(Br) = D> T u(Ar).

k>1 k>1
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Mapas Mesurables

Definicion

La medida T, definida sobre B se llama el push-forward de ;. por T.
Notacion: T, Tyu, Topu, po T

Definicion

La medida T* definida sobre A C T~"(B) se llama el pull-back de ;. por T.

Notacion: T*y, ur.

UNIVERSIDAD
DEL VALLE
DE GUATEMALA

Mapas Mesurables | Alan Reyes-Figueroa Page 9 UVG




Funciones Mesurables

Definicion
Sea (X, A) un espacio mesurable. Una funcion mesurable u : X — R es cualquier mapa
mesurable u entre (X, A) y (R, B(R)).

Nota: En el caso en que (X, .4, i) corresponde a un espacio de medida (2, F,P), una
funcion mesurable X : Q — R se llama una variable aleatoria.

UNIVERSIDAD
DEL VALLE
DE GUATEMALA

Mapas Mesurables | Alan Reyes-Figueroa Page 10 UVG




Funciones Mesurables

En otras palabras, una funcion p : X — R es mesurable <= u~"(B) € A, para todo
B € B(R).

Como ya hemos visto, para verificar que i : X — R es una funcion mesurable, basta
verificar que u="(G) € A, para todo G € G, donde G es cualquier conjunto generados
para los borelianos B(R).

Recordemos que existen varios generadores para B(R):

* g={[a,0): xR}, * Gg={[a,00): xe€Q},
* G={(a,0): xR}, * G={(a,x): xeQ},
® G={(~o0,a): xR}, * G={(-,a): xeQ},
® G={(—o0,0a]: xR}, ® G={(—o0,a]: xe€Q}.

Usando G, para verificar que u : X — R es mesurable, bastaria verificar que
U ((—o0,a]) ={x € X: u(x) € (—oo,a]} ={xeX: u(x)<a}l={u<a}ecA VacR.
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Funciones Mesurables

Notaciones:

* {u<a}={xeX: u(x)<a} =u"((—o0,a),
* {lu<a}={xeX: u(x)<a} =u""((-o0,a))
* {u>a}={xeX: u(x)>a}=u"(la,)),
* {u>a}={xeX: u(x)>a}=u"((a,o0)).

e flu<vi={xeX: ukx) <v(x)}

e {u<vi={xeX: ux)<v(x)},
* {u>vi={xeX: ux)>vx)}
* {u>vi={xeX: ux)>vx)}
e {u=vi={xeX: ux)=v(x)}
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Funciones Mesurables

Lema
Sea (X, A) un espacio mesurable. Las siguientes son equivalentes:

i) u:X— Resmesurable,

ii) {u<a}e A paratodoacR,
iii) {u<a}eA paratodoacR,
iv) {u>a} € A, paratodoa € R,
V) {u>a} € A paratodoa c R.

Prueba: Consecuencia del lema sobre generadores G de los borelianos B(R). .

(Existe una version idéntica al lema, pero verificando sobre todo a € Q.)
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