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Existencia de Medidas

Necesitamos un mecanismo para construir medidas:
1) Definir u sobre un conjunto generador S (u pre-medida en S).

2) Extender exta pre-medida a todo o(S) de forma coherente. Y si 1y S se satisfacen
las condiciones del Teorema de Unicidad de Medidas, dicha extension es (nica.

Recordemos que una coleccion F de subconjuntos de X es un semi-anillo si satisface:
i) oeF.
i) ABeF — ANBe F.
iii) SiA,B ¢ F, entonces existen S,,S,, ..., S, in F, disjuntos a pares, tales que
A—B=Jp_, Sk

Nota: Se llama semi-anillo porque la estructura (P(X),N, —) forma una estructura
algebraica que comparte las propiedades de un anillo, excepto que — no es asociativa.
Por otro lado, la estructura (P(X), N, A) si es un anillo (conmutativo con identidad).
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Teorema de Extension

Teorema (Teorema de Extension de Carathéodory)
Sea X conjunto no vacio, y sea S C P(X) un semi-anillo. Sea . : S — [0, 00] una
pre-medida en S, esto es:
i) w2)=o,
i) para {Ax}k=1 C S, disjuntos a pares, vale H( g Ak> =" u(Ar).
k>1 k>1
Entonces, u posee una extension a una medida pen A = o(S).

Si, ademas, S posee una secuencia exhaustiva S, X, tal que u(Sg) < oo, VR > 1,
entonces dicha extension es Gnica.
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Teorema de Extension

Idea de la Prueba: El punto clave a resolver es ;como extender una pre-medida en S a
una medida en o(S)?

Para cada A C X, consideramos la familia de S-coberturas enumerables de A:
C(A) = {{sk}@ CS:AC Usk}.
k
Si A no admite coberturas enumerables en S, entonces definimos C(A) = @.
Definimos la funcion p* : P(X) — [0, o], por

() =inf { 37 u(Se) : {Sebe=n € C(A)}.

R>1
Cuando C(A) = o, definimos p*(A) = inf @ = cc.

La prueba del Teorema de Carathéodory se resumen en 4 pasos:
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Teorema de Extension

(1) Mostrar que x* es una medida exterior:
® /L*(g) =0,
© ACB — u*(A) < 4*(B),
® .* es o-subaditiva: ,U*<UAk) < ZH*(Ak)-
k

k>1

(2) Mostrar que i* extiende a p, esto es p*

s H
(3) Definir conjuntos u*-mesurables, mediante la condicion de Carathéodory:
A*={ACX: u*(Q)=p*(QNA) + x*(QNA),vVQ C X}.

(4) Mostrar que p*

- €s una medida en A*.
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Prueba del Teorema

Prueba: Definimos la funcion u* : P(X) — [0, o], por

pr(A) = inf{ 3 n(Sk): {Seheer € C(A)},

R>1
y u*(A) = oo, si A no posee S-coberturas enumerables.

Paso 1: Afirmamos que p* es una medida exterior.
(i) Para A = @, consideramos la S-cobertura {Cg.}>4, con C, = &, para todo R > 1.
Luego, A= =, 9 = U, C» = {Ck}r>1 € C(A). De ahi que

w(8) = inf { ;msk)} < ;u(@) = ;o o,

y esto muestra que p*(A) = o.
(ii) Sea A C B. Entonces cualquier S-cobertura de B es también una S-cobertura de A,y

portanto C(B) C C(A). Como consecuencia

w(8) = inf | gu(sk)} < inf { gu(sk)} = u*(B).
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Prueba del Teorema

(iii) Sea {Ar}r>+ una secuencia de conjuntos de X. Si existe algin j tal que u*(A;) = oo,
no hay nada que probar, pues p* (U, Ar) < >p 11 (Ar) = oo.

Suponga entonces que para todo k > 1, vale p*(Ag) < co. Fijamos € > 0. De la
definicion de infimo, para cada A, existe una S-cobertura {S,(f)},,z1 tal que

SO (S) < u(An) + o5 VR=1.2,0
k>1

La union de estas coberturas {Sﬁ,k)},,,kz1 es una S-cobertura para J, A.

w(Ua) < 3w < X () + ) = A+
k kR>1

k>1n>1 k>1 k>1
< D ou(A) T
k>1
Haciendo ¢ — 0, tenemos que M*(UAk) <> it (Aw)-
kR R>1

UNIVERSIDAD
DEL VALLE
DE GUATEMALA

Existencia de Extensiones | Alan Reyes-Figueroa Page 6 UVG




Prueba del Teorema

Paso 2: Mostramos que u* extiende a .

Como primera parte, extenderemos y a la familia Sy = {S;US, U...US:: teN, §; € S},
definiendo la funcion i : Sy — [0, oo] por

A(S1US UL US:) = w(S1) + w(Sa) + - .- 1(St)-
Afirmamos que @ esta bien definida, esto es, si
SiUSU...USy =T UT,U...uT,, conS;, T €S,
entonces (S, WS U...USy) =(Th U T, WU...UTy).

En efecto, suponga que S, Us, U...USy, = LuT,U...UTy, S, T €S.
Observe que

n m
sic T, parai=1,2,...,m; T, CJSi paraj=12,...,n
j=1

i=1
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Prueba del Teorema

Como los §;NT; € S, entonces
n n m

n
ss=sinlJn=JsinT). vi. T=JsinT=JEinT), v

j=1 j=1 i=1 i=1

Y como y es aditiva en S, entonces
n

m
w(S) =3 iSiNT), parai=12,....m;  u(T)=> u(SNT), paraj=1,2,....n.

j=1 i=1

Luego,

a(lUs) = Yus) = XX usnT) = YD using) = > uT)
i=1 i=1 i=1 j=1 j=1 i=1 j=1
j=1

lo que muestra que 7 esta bien definida sobre Sy.
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Prueba del Teorema

Ademas, 1z extiende a y, pues si S; € S, entonces 7(S;) = u(S;)-

Mostramos ahora que Sy es cerrado bajo uniones finitas disjuntas. Sean S, T €, con
S:S1U"'USmIT:T'IU.-.UTn,S”,Tj ES.

m n

o SﬂT:US’-ﬁUTj:U(SiﬂTj) =SNTeSy.
i=1 j=1 ij ::9_/
m n m n

+s-1=Usi-Un=Usn (7 =UNsnm -UNes- 1
i=1 j=1 i=1 j=1 i i :g—’

y esto implicaque S—T € Sy.
® Finalmente, SUT=(S—-TUSNTU(T-5) e Sy

En consecuencia, podemos definir u(SUT) = u(S—T) + u(SNT) + u(T —S), y en general
podemos definir i para uniones finitas (no necesariamente disjuntas) de elementos en
S.
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Prueba del Teorema

Ahora mostramos que 1 es una pre-medida en Sy.
® u(w)=u(@)=o0,yaque o eS.
® Mostramos que [z es o-aditiva en Sy. Tome {Tj}r>, una secuencia de conjuntos
disjuntos a pares en Sy,ysea T = [, Tp € Su.
Existe una secuencia {Sp}n>1 C Sy, y una secuencia de indices i(1) < i(2) < ... tales

que
T1 - 51 uSzu...USi(1),
T, = 55(1)+1 o} 5,'(1)+2 U...u 5,’(2),
Te = Sitk—1)41Y Sitk—1)42 Y - .. U Sjry.

Luego, T=U, WU, ... U, donde U, = U S; € Sy, y con conjuntos disjuntos de
i€le

indices
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Prueba del Teorema

Como p es o-aditiva en S, entonces

L i(R)
AT = > U = ZZM(S) => > ulSa)
=1 £=1 i€/, kR>1 n=i(R—1)+1

> (Te).

k>1

Esto muestra que 7z es o-aditiva en Sy, y portanto, 1 es pre-medida en Sy.
Finalmente, mostramos que p* extiende a la medida i en S.

Sea A € S. Usando la pre-dedida 1z, para cualquier S-cobertura {S;}.>, € C(A), vale

wA) = an) = a(anlJsy) = #(Uansy) < ZuAmsk
kR R
< D uANS) <> u(Sk)-
k kR
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Prueba del Teorema

Tomando el infimo sobre de las medidas sobre C(A), tenemos

Cn(u‘{zu Sk} 1*(A), paratodoA e S.

La otra desigualdad resulta de tomar la S-cobertura {A, 2,2, ...} de A, de modo que

+Zu u(A), paratodoA e S.

Esto muestra que p* =y, en S.

Paso 3: Definimos la coleccion de conjuntos p*-mesurables, mediante la condicion de
Carathéodory:

A*={ACX: p*(Q) = u*(QNA) + u*(QNA),¥Q C X}.
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Prueba del Teorema

Mostramos que S C A*: Sean S, T € S. Como S es un semi-anillo, entonces existe
S$.,S,,...,Sm € S, disjuntos a pares, tales que

m
s-T=Js:
i=1

Como p es aditiva y de la definicion de u*, entonces

m m
pT=S)+u'(TNS) < u(TNS)+d_u(s) < n((TNS)ulJSs) < u(M)
i=1 i=1
< wi ().
Sea ahora Q C X, y tomemos una S-cobertura {Ti}r>, de B en C(Q). Entonces Q C [, T.

Como los T, € S, podemos aplicar la desigualdad anterior a cada T, y sumando todas
esas desigualdades, obtenemos

S (T8 + Y1 (TenS) < 3w (Th).
R kR kR
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Prueba del Teorema

Por la o-subaditividad de u*, resulta

p(@=5)+u(@ns) < (UTe =)+ (UTenS) <31 (T) = > u(To).
R R kR R

Tomando el infimo sobre las medidas en C(Q), resulta
p*(Q—S)+p7(QNS) < p*(Q).

Por otro lado, como B C (Q — S) U (QNT), entonces p*(Q) < u*(Q —S) + p*(QNS) vale
debido a la sub-aditividad de p*. En consecuencia,

p*(Q)=p"(Q-S)+p*(QNS), paratodoQ C X.
Esto muestra que Q € A%, y portanto S C A*.

Mostramos ahora que A* es una o-algebra y que ;* es una medida sobre A*.
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Prueba del Teorema

A* es una o-algebra:
* 1*(Q—2)+p(QN @)= p*(Q)+ u*(2) = ulQ), para todo Q C X. Luego, @ € A*.
® SiAc A* entonces

1 (Q—A)+ 1" (QNA) = p*(QNAY) +p"(Q - A%) = *(Q), YQ C X,

Esto muestra que A® € A*.
® Sean A, B € A*. Entonces

pH(Q—A)+p (QNA)=p7(Q),  p'(Q-B)+p"(QNB)=p"(Q), VQCX.
De ahi

p(Q—(AUB)) +p*(QN(AUB))

VAN VAN VAN
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Prueba del Teorema

La otra desigualdad se sigue de la sub-aditividad de p*:
Qc(Q-(AuB))u(QN(AUB)) = p'(Q) <p"(Q—(AUB))+u"(QN(AUB)).

Asi, 1*(Q) = p*(Q — (AUB)) + p*(Q N (AU B)), para todo Q C X. Esto muestra que
AUB e A*.
Via induccion, esto muestra que p* es cerrado bajo uniones finitas.

Mostramos ahora que A* es cerrado bajo uniones enumerables disjuntas. Sea {Ag}r>1
una secuencia en A*, de conjuntos disjuntos a pares, y sea A = |-, Ag. Del parrafo
anterior, como cada union finita A, UA, U...UA, € A*, tenemos

p Q) = p(Q—(AU...UA))+u (QNAU...UA))

n
> p(Q-A)+pr(QN (AU, UAY)) = pf(Q-A)+ > 1 (QNA).
k=1
Haciendo n — oo, resulta p*(Q) > p*(Q — A) + Z p (QNAR) > ™ (Q—A)+ u*(QNA).
R>1
Existencia de Extensiones | Alan Reyes-Figueroa Page 16 UVG
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Prueba del Teorema

De nuevo, la desigualdad reversa 1*(Q) < p*(Q — A) + u*(QNA) se sigue de la
sub-aditividad de p*.

Portanto, para todo Q C X se tiene que p*(Q) = 1*(Q — A) + p*(Q N A), y tenemos que
Esto muestra que A* es cerrado bajo uniones enumerables disjuntas, y portanto A* es
un sistema Dynkin. Ademas, como A* es cerrado bajo uniones finitas, y cerrado bajo

complementos, entonces A* es cerrado bajo intersecciones finitas, y portanto es un
m-sistema.

Asi, del Teorema 7-), A* es una o-algebra.

Paso 4: Probamos que p* y en ¢(8S) que extiende a la medida p.
Hemos vismo en el Paso 3 que u* es o-aditiva, por lo tanto es una medida en A*.
Como S C A*, y A* es g-algebra, entonces o(S) C A*. Luego, u* es una medida en

. a(8)
o(S) que extiende a p.

UNIVERSIDAD
DEL VALLE
DE GUATEMALA

Existencia de Extensiones | Alan Reyes-Figueroa Page 17 UVG




Prueba del Teorema

(i) Finalmente, probamos la parte de la unicidad.

Suponga que existe una secuencia exhaustiva {Sg}r>, en S, tal que S, X'y i(Sk) < o0,
Yk > 1. Como S es semi-anillo, entonces S es cerrado bajo intersecciones finitas.
Entonces, del Teorema de Unicidad de Extensiones, “*}0(3) es la (nica medida que

extiende x a todo o(S).
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