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Medidas definidas sobre Generadores

Sea X conjunto no vacio. Consideremos el caso de A = ¢(S), una c-algebra en X
generada por S C X, donde S es cerrado bajo intersecciones finitas.
Afirmamos que para definir una medida en A, es suficiente definirla esta medida en S.

En efecto, sea 1 : S — R, y consideremos conjuntos A, B € S, disjuntos. De las
propiedades vistas en el aula anterior, podemos definir la i de los conjuntos A U B por

(AU B) = pu(A) + u(B) — u(AN B).

En el caso finito, si establecemos p(X) = M < oo, Entonces también podemos definir x
en A®y B¢ mediante

u(A°) = p(X = A) = p(X) — u(A),  w(B) = pu(X - B) = pu(X) — u(B).
y podemos definir también
(A —B)=pu(A)—n(ANB) y  pu(B—A)=p(B)—pANB).

Podemos generalizar lo anterior a cualquier union finita de elementos de S o sus
complementos:
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Medidas definidas sobre Generadores

H(UM) = u(Ar) = Y uANA) + > M(AiﬁAjﬂAk)+---+(*1)"u(ﬂAk>-
k=1 k=1

k=1 i<j i<j<k

Mas ain, como A = o(S), en A también estan consideradas las uniones (e
intersecciones) enumerables de elementos en S. Si {Ag}r>, €S una secuencia de
elementos disjuntos a pares en S, la propiedade de o-aditividad podemos definir la
medida en la union de todos los A, por

M(QM) = g#(Ak)'

(Pregunta: ;Qué ocurre si los A, no son disjuntos a pares?)
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Teoremas de Extension

De lo anterior, surgen algunas preguntas naturales:
® ,Es posible construir medidas a partir de definirlas sobre un conjunto generador?
® Sj es asi, como garantizo la existencia? ;0 la unicidad?

Recordemos que un sistema de Dynkin en X es una coleccion D de subconjuntos de X
que cumple:

i) XeD,

i) AeD = A‘eD,

iii) Si {Ax}r>1 C D, son disjuntos a pares (A; N A; = @, para i # j), entonces la unién
disjunta |J, Ax € D.

Propiedades:
® Si D es un sistema de Dynkin, entonces D es c-algebra < D es w-sistema.
® Si S C P(X) es estable bajo intersecciones (finitas), entonces §(S) = o(S).
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Teoremas de Extension

Teorema (Unicidad de Extension de Medidas)

Sea (X, .A) un espacio mesurable, y suponga que A = o(S) es generada por una
coleccion S C P(X) que

i) es estable bajo intersecciones finitas (E,F € S = ENF € S),
ii) existe una secuencia exhaustiva {Gg}1 en S (G, X).

Entonces, si 1y v son dos medidas que coinciden en S (u(E) = v(E), VE € S) y son finitas
para todos elemento de la secuencia exhaustiva (11(Gy) = v(Gg) < oo, VR > 1), entonces
1 = v coinciden en todo A.

Prueba: Para cada k > 1 definimos el conjunto
D = {A eA: /J,(Aﬁ Gk) = Z/(Aﬂ Gk)}

Afirmamos que los Dy son sistemas de Dynkin.
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Teoremas de Extension

(i) Como @ N G, = 2, entonces u(@ N G,) = 0 = v(@ N Gi), de modo que & € D,.
(ii) Si A € Dy, entonces u(A N Gg) = v(AN Gg). Luego
WATNGY) = p(Gr—A) = n(Ge—(ANGy) = u(Gr)— 1(AN Gp)
= v(Gr) —v(ANGk) = (G —A) = v(A°NG),
y esto muestra que A€ € D.

(iii) Sea {An}n>1 C Dy, una coleccion de conjuntos disjuntos a pares. Entonces
u(Ap N G) = v(Ap N Gg) Vn > 1. Luego,

H(UAank) - M(U(Aank)) = Y uAnnGe) = Y v(An 1 Gp)

= v(Jann6) = v([JanG),

lo que muestra que ), Ay € D.
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Teoremas de Extension

Asi que esto muestra la afirmacion, y todos los Dy, son sistemas de Dynkin.

Sea E € S. Para cada k > 1, se tiene que G, € S. Como S es estable bajo intersecciones
finitas, entonces EN G, € S, VR > 1. Asi,

H(EN Gg) = v(EN Gp),

de modo que E € Dy, VR > 1. Esto muestra que S C Dy, para todo kR > 1.

Ahora, del Teorema 7-), como S es estable bajo intersecciones, entonces §(S) = o(S).
Pero, siendo S C Dy, y los Dy, son sistemas de Dynkin, entonces

o(S) = 6(S) C Dy, VR >1.
Ademas, A = o(S) C Dy C A, implica que D, = A para todo k > 1. En particular,

w(ANGg) =v(ANGy), paratodoA e A, ytodo kR > 1.
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Teoremas de Extension

Sea A € A. Como {Gg}r>, €S una secuencia exhaustiva en S, entonces G, * X. De ahi que
ANG, /~ANX=A, paratodoA c A.
Por continuidad inferior de 1 y v, entonces

w(A) = ("E‘(AﬂGk)) = Iirren,u(AﬂGk) = IiPrenl/(AﬂGk) = V(Ii'ren(AﬂGh))
- A,

Esto muestra que p(A) = v(A), paratodo A € A, de modo que p =ven A
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Pregunta: ;Por qué la medida de Lebesgue es importante?

Teorema (Invarianza de la Medida de Lebesgue)

i) La medida de Lebesgue \" en R" es invariante por traslaciones, esto es
A(x+ B) = A\"(B), para todo B € B(R"), Vx € R".
ii) Toda medida 1. en (R", B(R")) que es invariante bajo traslaciones, es de la forma
= R\", para alguna constante 0 < R < co.
De hecho, k = p([0,1)").

Prueba: 1.- Mostraremos que si B € B(R") y si x € R", entonces el conjunto
X+ B € B(RM). (Traslaciones llevan borelianos en borelianos).
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Aplicacion
Sea € R". Consideremos la coleccion

Ax = {B € B(R"): x+ B e B(R")}.

Afirmamos que Ay es una c-algebra:
® X+ =o€ B(R"). Luego, @ € Ay.
® SiA € Ay, entonces x + A € B(R"). Como x + A® = (x + A)° € B(R"), tenemos que
A € Ay.
® Sea {Ai}r>1 C Ax. Entonces x + A, € B(R"), para cada kR > 1. Como
X+ UrAr = Up(X+ Ag) € B(R"), tenemos que | J, Ar € Ax.

Esto muestra que Ay es una s-algebra, para todo x € R".

Por otro lado, afirmamos que los recténgulos semi-abiertos
J=J(R") —{H[C’n : ai<bi}

estan todos contenidos en Ay.
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En efecto, sea | = [}, [a;, b;) cualquier intervalo semi-abierto en J. Si
X = (X1, X3, ...,Xn), €NtONCES

n n
x+ [ Jlai,b) = [ [Ixi + ai, x; + b)) € BR").
i=1 i=1
De ahi que []"_,[a;, b;) € Ax. Esto muestra que J C Ay. Luego,
B(R") = o(J) € Ax € B(R"),
y hemos probado que Ax = B(R"), para todo x € R".
En particular, x + B € B(R"), para todo B € B(R"), y todo x € R",

(lo que muestra que traslaciones de borelianos son de nuevo borelianos).

2.- Fijado x € R", definimos ahora una funcion vy : B(R") — R dada por
x(B) = \"(x + B).
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Afirmamos que v, es una medida en B(R"):
i) 15 >0, vaque A" > 0.
i) (@) = A"(x+ @) = \"(2) = o.
iii) Si {Ar}r>1 €5 una coleccion de subconjuntos disjuntos a pares en (R"), entonces

m(JAe) = A" (x+ (JAe) = A7 ((Joct+ Ar)) = DAk +Ag) = 3 1),
kR k kR k=1

k=1
lo que muestra que v, es una medida (positiva) en B(R").

Ademas, para un intervalo | = []._,[a;, b;) € B(R"), vale

Wm—inwmn—v@+ﬁmm®—X(ﬁm+mm+mD—vm
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Asi, vx(I) = \"(I), para todo intervalo semi-abierto | € 7.

3.- Mostramos ahora que la coleccion J de intervalos semi-abiertos cumple con las
condiciones requeridas en el Teorema de Unicidad de Extension.
i) Sean I, = [T,lai, b)) e I, = [1,[c;, d;) intervalos semi-abiertos. Para calcular la
interseccion, tenemos dos casos:
® Sic; < bjparatodo 1< i< n:En ese caso, definimos a; = max{a;, ¢;} y
B; = min{b;, d;}. Tenemos que

hnl = H[Gn )N H[Cn H[max{a;, ¢i}, min{bj, di}) = H[ai, Bi)-

de nuevo un intervalo semi-abierto en J.
® Sib; < c;paraalgin i, entonces [a;, b)) N[c;,d))=oel,nL =9 € J.
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ii) Para cada k > 1, definamos I, = [17,[—k, R). La coleccion {lIy}r> esta en 7 y define
una secuencia ascendente I, C I, C I; C ... cuyo limite es

Utk =UIl-kr k) =Rr".
kR

k=1

Asi, {I.} define una secuencia exhaustiva en 7. Ademas,
vx(lr) = A"(Ig) = (2R)" < oo, para todo kR > 1.

Asi, vx y A" son dos medidas que coinciden en 7. Como J es un generador para la
o-algebra de Borel de R", 7 es estable bajo intersecciones finitas, y posee una
secuencia exhaustiva, de elementos con medida finita, entonces por el Teorema de
Unicidad de Extension, vx = A", coinciden en B(R").

Esto muestra que A"(x + B) = 1x(B) = A"(B), VB € B(R"), ¥x € R", y portanto la medida
de Lebesgue es invariante por traslaciones.
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Para mostrar la segunda parte (ii), sea p : B(R") — R una medida en (R", B(R")) que es
invariante bajo traslaciones.

Tome I = [ [a;, b;), un intervalo semi-abierto, con a;, b; € Q. Esto es, | € Jp = Jg(R").
Ahora, observe que existen M € N, k(I) € N, y existen puntos x; € R" tales que
k(1)
| = U (x; + [0, 7)")-

i=1
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Usamos ahora la invarianza por traslacion de las medidas p y A". Tenemos:
p(l) = k(1) - u([o, 7)"), p([0,1]") =M" - ([0, 75)").
An(’) = k(l) : /\n([oa ﬁ)n)a /\n([oa 1]”) =M". )‘n([ov ﬁ)n)

Juntando la primera y segunda identidad

w0 = "0, o, 1y,

Juntando la tercera y cuarta identidad

() = R 3 o, ym) = RO,

mn Mn
Luego, u(l) = p([o, 1)) -A"([o, 1)").
=R
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Lo anterior muestra que u(l) = k- A"(l), para todo intervalo | € Jg.
Como Jy es un generador para la o-algebra de Borel B(R"), nos gustaria usar ahora el
Teorema de Unicidad para extender esta igualdad . = kA" a todo B(R").
De nuevo, se debe mostrar que
i) Jo es cerrado bajo intersecciones finitas, ya que

0l =] lai bi) N [Tlei di) = [ [[max{ai, c;}, min{bj,d;}) = [ [lov, 5),

con o; = max{aj, ¢;}, Bi = min{b;, d;} € Q, es de nuevo un intervalo semi-abierto en
Jo-

ii) La secuencia de intervalos I, = [TL,[~k, k) € Jo, define de nuevo una secuencia
exhaustiva en Jg, con A"(l,) = (2R)" < oo, para todo k > 1.

UNIVERSIDAD
DEL VALLE
DE GUATEMALA

Unicidad de Extensiones | Alan Reyes-Figueroa Page 16 UVG




Finalmente, el Teorema de Unicidad de Extension de medidas, implica que = k- \"
coinciden en toda la o-algebra de Borel B(R").

Asi, las (nicas medidas positivas, que son invariantes bajo traslaciones en R", son
aquellas miltiplos de la medida de Lebesgue. (O sea, salvo factores constantes, la
medida de Lebesgue es la Gnica invariante por traslaciones). Lo que completa el
resultado.
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