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Clases Monotonas

Definicion
Sea X un conjunto no vacio. Una coleccion M de subconjuntos de X se llama una clase
monotona en X si:

i) XeM,

i) {Aktrsa CM,cONA CA CA;C ... = UpArEM,

i) {Ates1 C M, cONA; DA, DA; D ... = [, Ak € M.
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Clases Monotonas

Definicion
Sea X un conjunto no vacio. Una coleccion M de subconjuntos de X se llama una clase
monotona en X si:

i) XeM,

i) {Aktrsa CM,cONA CA CA;C ... = UpArEM,

i) {Ates1 C M, cONA; DA, DA; D ... = [, Ak € M.

Lema
La interseccion arbitraria (1,5 M de clases mondtonas M, en X, es una clase

monétona en X.
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Clases Monotonas

Prueba:
i) X € My, paratodo ¢ € A. Luego, X € (), M.

ii) Sea {A}2, € N, My, una cadena ascendente de conjuntos. Entonces todos los A,
estan contenidos en las My, V¢ € A. Como cada M, es clase mondtona, entonces
UrAk € My, V2 € A
Luego, J, Ak € N, Me.

iii) sea {Ar}p2, € N, M, una cadena descendente de conjuntos. Entonces todos los A,
estan contenidos en las My, ¥/ € A. Como cada M, es clase monotona, entonces
Nk Ar € My, VL€ N
Luego, N, Ar € N, M.

Esto muestra que ﬂ[ M, es clase monotona en X. 0O
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Clases Monotonas

Teorema
Sea X conjunto no vacio, y sea S cualquier coleccion de subconjuntos de X. Existe una
clase mondtona m(S) en X tal que

a)S C m(S),

b) si M es otra clase monétona en X tal que S C M, entonces m(S) C M.

Prueba: Consideramos la familia de todas las o-algebras de X que contienen a S:
& ={F: Feso-algebradeX, yS C F}.

Ya vimos que ¢ # @. Definimos A = o(S) = ﬂ b= ﬂ F. Observe que o(S) es una

Feo
o-algebra en X, por ser interseccion de o-algebras, y ademas S C A.

Si G es alguna o-algebra en X con S C G, entonces G es uno de los elementos en ¢, de
modoque G CN® = A
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Clases Monotonas

Definicion
m(S) se llama la clase monétona generada por S.
Proposicion
Sea X conjunto no vacio, y sean S, T colecciones de subconjuntos en X. La clase
monotona generada satisface las siguientes propiedades:
i) S cm(S),

ii) siS C T, entonces m(S) C m(T),

iii) m(m(8)) = m(S),

iV) si S es una clase monétona, entonces m(S) =S.

Prueba: Ejercicio!
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Clases Mon

Proposicion
Toda o-algebra A en X es una clase monétona.

Prueba: Mostramos las tres condiciones requeridas para ser clase monotona.
i) X € A4, ya que A es o-algebra.
ii) Sea {Ar}r>, una secuencia ascendente de conjuntos en A. Como A es cerrada bajo

uniones enumerables, entonces  J, Ar = limp A, € A. Esto muestra que A es cerrada
bajo union secuencias ascendentes.

iii) Sea {Ar}r>+ una secuencia descendente de conjuntos en A. Como A es o-algebra,
entonces la secuencia {Af,},>, esta totalmente contenida en A. Ademas, esta es

una secuencia ascendente. Por (ii), tenemos que U Af = (ﬂkAh)c € A. Luego,
siendo A una c-algebra, el complemento lim, A, = (), Ar € A. Esto muestra que A
es cerrada bajo union secuencias descententes.

Portanto, A es una clase monétona.

UNIVERSIDAD
DEL VALLE
DE GUATEMALA

Otras Estructuras | Alan Reyes-Figueroa Page 5 UVG




El Teorema de Clases Monotonas

Teorema (Teorema de Clases Monotonas)

Sea S una coleccion de conjuntos en X que es cerrada bajo complementos e
intersecciones finitas (un algebra en X). Entonces, o(S) = m(S).

Prueba: De la proposicion anterior, o(S) es una clase monotona, con S C o(S). Luego,
m(S) C o(S).

La parte dificil del teorema es mostrar que o(S) € m(S). Para ello, es suficiente mostrar
que m(S) es una o-algebra que contiene a S.

1.-) Sea E € S, y consideremos el conjunto
GEy={Fem(S): E-F,ENF,F-—Ecm(S)}.

Afirmamos que E € § = m(S) C G(E).
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El Teorema de Clases Monotonas

Para probar esto, tomamos E € S. Mostraremos que
i) S Cg(E),
ii) G(E) es una clase monétona.

(i) SeaH € S. Como S € m(S) y como S es cerrada bajo complementos, entonces
E,EC,H,H® € S C m(S).
Ahora, como m(S) es una clase monotona, tomemos la secuencia monétona {Ag},
donde
® A, =E A, =E—H=EnNHS paratodo k > 2. Entonces lim, A, = E — H € m(S).
® A, =H,A, =H—E=HNES, paratodo k > 2. Entonces limy A, = H — E € m(S).
® A, =E A, =ENH, paratodo k > 2. Entonces limy A, = ENH € m(S).

Portanto, H € G(E). Esto muestra que S C G(E).
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El Teorema de Clases Monotonas

(iia) Sea {Hg}r>+ una secuencia ascendente en G(E), con H, ,/* H = |, He. Como los
Hy € G(E), entonces E — Hy, EN Hy, Hy — E € m(S), Vk.

Pero,H, /*'H = E—H,\\E—H, ENH, /ENH, H,— E ~H— E (verificar esto!)
Siendo m(S) clase monotona, entonces E — H ENH,H— E € m(S), lo que muestra que
H € G(E). Portanto, G(E) es cerrada bajo secuencias ascendentes.

(iib) Sea {H}r>1 una secuencia descendente en G(E), con He \, H = (", He.
E—H,,ENHy,H, —E € m(S), Vk.

Pero, H, \\H = E—H, /E—H, ENH, \ ENH, Hy — E\ H — E (verificar!)

Como m(S) es clase monodtona, tenemos que E— H,ENH,H — E € m(S). Luego, H € G(E)
y G(E) es cerrada bajo secuencias descendentes.

Portanto, E € S = G(E) es una clase monotona.
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El Teorema de Clases Monotonas

De lo anterior, si E € S, entonces G(E) es una clase monotona conteniendo a S.
Portanto, (S) C G(E).

2.-) Extendemos la propiedad anterior a conjuntos en m(S). Esto es, si E € (S),
consideramos el conjunto
G(Ey={Fem(S): E-F,ENF,F—Eem(S)}.

Afirmamos que E € m(S) = m(S) C G(E).
Para probar esto, tomamos E € m(S). Mostraremos que

i) S < g(E),

ii) G(E) es una clase monétona.
(i) Sea H € S. Entonces, H € m(S). Por otro lado, como S € m(S) C G(H), tenemos que
Ec€S = EcG(H).Deahique E—H,ENH,H—E e m(S).
Esto muestra que H € G(E), y portanto S C G(E).
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El Teorema de Clases Monotonas

(iia) Sea {Hg}r>+ una secuencia ascendente en G(E), con H, ,/* H = |, He. Como los
Hy € G(E), entonces E — Hy, EN Hy, Hy — E € m(S), Vk.

Pero,H, /*'H = E—H,\\E—H, ENH, /"ENH, H, —E /' H — E (verificar!)

Siendo m(S) clase monotona, entonces E — H ENH,H— E € m(S), lo que muestra que
H € G(E). Portanto, G(E) es cerrada bajo secuencias ascendentes.

(iib) Sea {H}r>1 una secuencia descendente en G(E), con He \, H = (", He.
E—H,,ENHy,H, —E € m(S), Vk.

Pero, H, \\H = E—H, /E—H, ENH, \ ENH, Hy — E\ H — E (verificar!)

Como m(S) es clase monodtona, tenemos que E— H,ENH,H — E € m(S). Luego, H € G(E)
y G(E) es cerrada bajo secuencias descendentes.

Portanto, E € m(S) = G(E) es una clase monotona.

UNIVERSIDAD
DEL VALLE
DE GUATEMALA

Otras Estructuras | Alan Reyes-Figueroa Page 10 UVG




El Teorema de Clases Monotonas

3.-) Mostramos ahora que m(S) es una o-algebra en X.

® X € m(S), ya que m(S) es una clase monotona.
En particular, de la parte (2.) m(S) € G(X).
Observe que la coleccion
GX)={Fem(S): FNX,F—X.X—Fem(S)} ={Fem(S): F,F,o € m(S)}.

® Si E € m(S), entonces E € G(X). Luego, EC € m(S).
® SiE,F € m(S), entonces E, F € G(E) (por la parte (2)). De ahi que ENF € m(S).

Esto muestra que m(S) es un algebra. (Portanto, cerrada bajo uniones finitas).
® Ahora, si {An}n>1S) es una secuencia en m(S), consideremos las secuencias de

uniones parciales
P Er =AUAU...UA, para k > 1.

Tenemos que {Ep}r>, € mM(S), y Ex, es una secuencia monotona. Como m(S) es una
clase monotona, entonces lim E, = |J,, An € m(S).
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El Teorema de Clases Monotonas

Esto muestra que m(S) es cerrada bajo uniones enumerables, y portanto m(S) es una
o-algebra.

(4.-) Finalmente, como S € m(S) y m(S) es una o-algebra, entonces o(S) C m(S). Esto
muestra que ¢(S) = m(S), lo que concluye el teorema.
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El Teorema de Clases Monotonas

Corolario

Sea S una coleccion de conjuntos en X que es cerrada bajo complementos e
intersecciones finitas (un algebra en X). Entonces, si M es una clase monétona tal que
S C M, entonces o(S) C M.

Prueba: Se sigue de forma directa a partir del Teorema de Clases Monotonas.
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Clases Monotonas

Corolario

Sea S una coleccion de subconjuntos de X, que es cerrada bajo complementos e
intersecciones finitas (esto es, S ea un algebra en X). Sea M una clase monétona en X tal
que S C. Entonces, o(S) C M.

Prueba: Se sigue directamente del Teorema de Clases Monotonas.
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A-sistemas

Definicion
Sea X conjunto no vacio. Una coleccion D de subconjuntos de X se llama un sistema de
DynkRin (un \-sistema o un d-sistema), si satisface:
i) XeD,
i) AcD = A°eD,
iii) Si {Ac}rk=1 C D, son disjuntos a pares (A; N A; = @, para i # j), entonces la unién
disjunta | J, Ax € D.

Observaciones:
® Toda o-algebra en X es un \-sistema.
* No toda algebra de conjuntos en X es un \A-sistema.
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A-sistemas

Teorema (Teorema-Definicion)

Sea X conjunto no vacio, y sea S cualquier coleccion de subconjuntos de X. Existe un
A-sistema §(S) en X tal que

a) S C §(S),

b) si D es otro \-sistema en X tal que S C D, entonces 6(S) C D.
A(S) se llama el \-sistema generado por S.

Proposicion
El \-sistema generado satisface las siguientes propiedades:
* S CH(S),
® siS C T, entonces §(S) C 6(T),
* 5(5(8)) = 5(S),
® si S es un A-sistema, entonces §(S) = S,

e _SI(C\ — —(C\
orToT UOTOT.
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m-sistemas

Definicion
Sea X conjunto no vacio. Una coleccion F de subconjuntos de X se llama un w-sistema si
satisface:

i) F#o,

ii) ABeEF = ANBEe L.

Observaciones:
® Toda o-algebra en X es un w-sistema.
® Toda algebra de conjuntos en X es un w-sistema.
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m-sistemas

Teorema (Teorema-Definicion)

Sea X conjunto no vacio, y sea S cualquier coleccion de subconjuntos de X. Existe un
w-sistema = (S) en X tal que

a) S C n(S),

b) si F es otro w-sistema en X tal que S C F, entonces n(S) C F.
7(S) se llama el w-sistema generado por S.

Proposicion

El n-sistema generado satisface las siguientes propiedades:
i) S cn(S),
ii) siS C T, entonces n(S) C n(T),

i) 7(n(S)) = (S),

iV) si S es un r-sistema, entonces w(S) = S.
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m-sistemas

Lemma
Un sistema de Dynkin D en X es una o-algebra <= es cerrado bajo intersecciones finitas
(estoes,A,BeD = ANBeD)

Prueba: Ejercicio!

Teorema
Sea S una coleccion de subconjuntos en X. Si S es cerrada bajo intersecciones finitas,
entonces §(S) = o(S).

Prueba: Ejercicio!
Observaciones:

® F eso-algebra = F es A-sistemay es w-sistema.
® T es \-sistema + r-sistema — F es o-algebra.
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m-sistemas

Teorema (Teorema 7-)\)

Sea X un conjunto no vacio. Si P es un w-sistema en X, y D es un \-sistema en X, con
P C D, entonces o(P) C D.

Prueba: Ejercicio!

UNIVERSIDAD
DEL VALLE
DE GUATEMALA

Otras Estructuras | Alan Reyes-Figueroa Page 20 UVG




	Clases Monótonas
	El Teorema de Clases Monótonas
	Sistemas de Dynkin
	Pi-sistemas

