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Estructuras Fundamentales

Motivados por la medida de Lebesgue en R", queremos desarrollar la teoria necesaria
para construir otras medidas.

Para ello, antes debemos desarrollar las estructuras y la teoria necesaria que nos
permita hacer esto de forma sistematica.

Definicion
Sea X un conjunto no vacio. Una o-algebra A en X es una coleccion de subconjuntos de X
que satisface:
i) XeA,
i) AcA = ACc A4,
i) {Acthesr CA = UpAr € A

A los elementos de la o-algebra A les llamamos conjuntos .A-mesurables. La estructura
(X, A) suele llamarse un espacio mesurable.
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Estructuras Fundamentales

Proposicion
Si A es una o-algebra en X, entonces
i) ocA
ii) ABeA = AUBEc A
i) {Actkss CA = A€ A
iV) ABe A = ANBe A
V) ABEA = A—Be A

Prueba: Las propiedades son inmediatas a partir de las condiciones (i)-(iii) de una
o-algebra. (Verificar!).
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Ejemplo 1: EL conjunto potencia P(X) = 2X es una o-algebra en X (es la o-algebra
maxima).
Ejemplo 2: El conjunto {@, X} es una o-algebra en X (esta es la o-algebra minima).
Ejemplo 3a: Sea X conjunto no vacio, y sea A C X, con & C A C X. Entonces

* A={2,A A% X} esuna c-algebra en X.

®* B={2,A X} noesunaoc-algebra.
Ejemplo 3b: Sea X conjunto no vacio, y sea A,B C X, con @ C A C X. ;Como deberia verse
una o-algebra que contiene tantoa Ay a B?

* A={@ A BANB,ANB A NB, A B,
X,A¢ BS,A° U B, A°UB,AU B, AU BJ.

Ejemplo 3c: ;Y si debe contener a A, B, C C X, subconjuntos distintos?

UNIVERSIDAD
DEL VALLE
DE GUATEMALA

o-Algebras | Alan Reyes-Figueroa Page 3 UVG




Ejemplo 4: En el caso general, si A debe contener a k conjuntos A, C X, (llamados
atomos), se puede mostrar que A es una o-algebra finita, y que su cardinalidad no
excede a .

|Al <2%.
(de hecho, A es similar a un algebra booleana con k atomos).
Ejemplo 5: Sea X un conjunto no vacio. Entonces

A={ACX: Aesenumerable o A es enumerable}.

es una o-algebra.
Prueba: (i) X € A4, ya que X = @ es enumerable.
(i)
Xec A = Aesenumerable o A® es enumerable
= (A% es enumerable 0 A es enumerable
= A‘eA

UNIVERSIDAD
DEL VALLE
DE GUATEMALA

o-Algebras | Alan Reyes-Figueroa Page 4 UVG




(iii) Tenemos dos casos:

(a) Si todos los Ai, son enumerables, entonces la union Uk Ak €S un conjunto enumerable,
ya que es una union enumerable de conjuntos enumerables. En ese caso, | J, A € A.

(b) Si para algin indice j > 1, A; es no enumerable, entonces A debe ser enumerable. En
particular, la interseccion (), A% C A7,y portanto debe ser un conjunto enumerable.
Como (U, Ar)® =N, A% es enumerable, entonces [ J, Ar € A.

Esto muestra que A es una o-algebra de X.
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Construccion de nuevas o-algebras

Hay varios mecanismos que permiten construir nuevas o-algebras a partir de otras.

Traza: Sea E C X, y sea .A una o-algebra en X. La coleccion
Ar=ANE={ANE: Ac A},
es una c-algebra en E, llamada la traza de A en E.

Prueba: Ejercicio!

Pullback: Sean X, X conjuntos no vacios, sea .4 una o-algebra en X, y sea f : X — X una
funcion cualquiera. La coleccion

FA) ={f'(A): Ac A},

es una o-algebra en X. f~'(A) se llama el pullback de A por f.
Prueba: Ejercicio!
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Construccion de nuevas o-algebras

Pushforward: Sean X, X conjuntos no vacios, sea .4 una o-algebraen X,y seaf : X — X
una funcion cualquiera. La coleccion

fi(A)={BeX: f(B) € A},

es una o-algebra en X. f*(A) se llama el pushforward de A por f.
Prueba: Ejercicio!

Nota: En lo anterior, es interesante observar que si definimos la estructura
fA) ={f(A) eX: Ac A},

esta coleccion no siempre define una o-algebra en X.
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Construccion de nuevas o-algebras

Intersecciones:

Teorema
La interseccion arbitraria (), F¢ de o-algebras F, en X, es una o-algebra en X.

Prueba:
i) X e F,, paratodo £ € A. Luego, X € ), Fe.

ii) Sea A € (N, Fi. Entonces A € F;, para todo ¢ € A. Luego, como cada F; es o-algebra,
tenemos que A € ¥y, para todo ¢ € A. Portanto, A® € (), ;.

iii) Sea {A;}7°., una coleccién enumerable de conjuntos en (N, F;. De nuevo,
{Ai}=, Ce Fy, paratodo £ € A. Como cada F, es o-algebra, tenemos que [J;A; € Fy,
para todo ¢ € A. Portanto, | J;A; € (", Fr- O
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o-algebras Generadas:

Teorema
Sea X conjunto no vacio, y sea S cualquier coleccion de subconjuntos de X. Existe una
o-algebra A en X tal que

a)S C A,

b) si G es otra o-algebra en X tal que S C G, entonces A C G.

Prueba: Consideramos la familia de todas las o-algebras de X que contienen a S:
®={F: Feso-algebrade X, yS C F}.

Ya vimos que ¢ # @. Definimos A = o(S) = ﬂ b= ﬂ F. Observe que o(S) es una

Feo
o-algebra en X, por ser interseccion de o-algebras, y ademas S C A.

Si G es alguna o-algebra en X con S C G, entonces G es uno de los elementos en ¢, de
modo que o(S) =N C G.o
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o-algebras Generadas:

Proposicion
Sea X conjunto no vacio, y S, T colecciones de subconjuntos de X. La o-algebra generada
satisface las siguientes propiedades:
i) SCo(S),
ii) siS C T, entonces o(S) C o(T),
iii) o(a(8)) = a(S),
iV) si S es una o-dlgebra, entonces o(S) = S.

Prueba: Ejercicio!

Ejemplo: ;Cual es la o-algebra generada por {A}?, donde o C A C X.
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o-algebras Generadas:

Recordemos la o-algebra de Borel en R", la cual se define como la menor o-algebra que
contiene a los abiertos de R" (en la topologia usual).

Si denotamos
OR") = {U: Uesabierto enR"},

)
C = C(R”) = {C: Cescerrado enR"},
K(R") = {K: Kescompacto enR"};

Entonces el algebra de Borel corresponde a B(R") = o (O(R")) = o(O).

Teorema
B(R") = 0(0) = o(C) = o(K).

Prueba: Por definicion, sabemos que B(R") = o(O).
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o-algebras Generadas:

Sabemos que C = O¢ = {U°: U € O} C o(0O). De forma similar, sabemos que
O=C={F: FecC}Ca).

De la primera inclusion obtenemos o(C) C o(0O). De la segunda, o(O) C o(C). Portanto,
tenemos la igualdad o(C) = o(O).

En R", todo compacto es cerrado (Heine-Borel). Luego K C C. Por otro lado, si C C R" es
cerrado, entonces C puede escribirse como union enumerable de compactos C = [ J,, C,
donde C, = Dg(0) N C. Esto muestra que C C o(K) = C C o(K) = o(C) C o(K). Esto
prueba la igualdad o(C) = o(K).

Observacion: Existen otras formas de generar el algebra de Borel de R".
Definamos
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o-algebras Generadas:

® La familia de intervalos abiertos J°:
n

g°= 7" =7°®") = { [[(aby): a <bi}.
i=1

® La familia de intervalos semi-abiertos J:
J=J"=7J {H[a,, ) a,~<b,~}.

® |afamilia de intervalos abiertos con extremos racionales Js:
n

73 = 75" = T3®") = { [[(a.b) : a,b; € @ ai < bi}.

i=1

Teorema
BR") =0(7°) = o(T) = 0(Jg) = o(Jo)-
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Semi-algebras y Algebras

Definicion
Sea X un conjunto no vacio. Una semi-algebra A en X es una coleccion de subconjuntos

de X que satisface:
i) X €A,
ii) ABEA = ANBE A4,
iii) paratodo A € A, existen Ay, A,, ..., Ay € A, tales que A = | J, A

Definicion
Sea X un conjunto no vacio. Un algebra A en X es una coleccion de subconjuntos de X

que satisface:
i) XeA4,
ii) ABeA = ANBe A,

i) Ac A = A€ A
UVG
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Semi-algebras y Algebras

Proposicion
A c-algebra = A es algebra = A es semi-algebra.
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