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Conjuntos Mesurables

Ejemplo 5: Todo cerrado F C R" es Lebesgue-mesurable.

Prueba: Sea F C R" un conjunto cerrado. Separamos la prueba en dos casos:
® Si F es compacto, dado ¢ > 0, tomemos G C R" un abierto tal que

FSCG 'y |G <[Flete.
Como G es abierto y F cerrado, entonces G — F es abierto. Entonces, G — F puede

escribirse como una union enumerable disjunta de intervalos abiertos
G — F = J, Ir- En particular

G~ Fle= 16— Fl = [Jtk| < D IIel
R R

Mostramos ahora que ), |I¢| < . Observe que FUJ, I € G,y como Fy los I, son
todos disjuntos, entonces |Fle + >, |lkle = |F U Uy Ik| < |G|, De ahi que

> el < 1G] = [Fle <.
kR
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Conjuntos Mesurables

® Para el caso general en que F es un cerrado arbitrario, consideremos las
intersecciones

Fr=FNDe(0) ={xeF: |x]| <k}, kR=123,...

Cada Fy, es cerrado, pues es la interseccion de dos cerrados, y es limitado. Luego,
todos los F, son compactos, y del punto anterior, todos estos son
Lebesgue-mesurables. Ademas,

UFe=J (FND(0)) = F (U Da(0)) = FNR" = F.
k>1 kR>1 Rk>1
Asi, F es la union enumerable de conjuntos mesurables. Portanto F es mesurable.
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Conjuntos Mesurables

Ejemplo 6: El complemento E¢ de cualquier conjunto E C R" Lebesgue-mesurable, es
Lebesgue-mesurable.

Prueba: Sea E C R" mesurable. Para cada k € Z*, considemos abiertos G, C R" con
E C Gg y |Gk—E|<%.

Tomamos H = U Gj,. Entonces H es mesurable, por ser union enumerable de cerrados.
kR>1
Ademas, EC GyVk = G CE‘Vk = H=| ]G CE.
k>1
Escribimos E€ = HU (E¢ — H) = HU Z. Entonces, para cada k > 1

Z=E-H=E—|]JG; CE — G =ENG,=G,NE =G, —E,
k

y |Z]e < |G — E| < %, para todo k > 1. Portanto |Z|. = 0,y Z es mesurable. Asi, EC = HUZ
es union de mesurables, y es mesurable.
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Conjuntos Mesurables

Ejemplo 7: Toda interseccion enumerable E = ,, E, de conjuntos
Lebesgue-mesurables E;, C R", es Lebesgue-mesurable.

Prueba: Sea E = ﬂ Eg, donde los E;, € R" son mesurables, para k =1,2,3,.... De la
kR>1
propiedad anterior, los Ef, son todos mesurables, y portanto la union enumerable U Et,

R
es mesurable.

Luego,
C
E=()E= ( U Eg)
k>1 kR>1
es el complemento de un mesurable. Portanto es Lebesgue-mesurable.
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Conjuntos Mesurables

Ejemplo 8: Si E;, E, C R" son Lebesgue-mesurables, entonces E, — E, es
Lebesgue-mesurable.

Preuba: De la propiedad anterior, si E;, E; son mesurables, entonces ES es también
mesurable. De ahi que E, — E, = E, N ES corresponde a una interseccion de mesurables.
Portanto, es Lebesgue-mesurable.

Para mostrar la igualdad, observe que vale la union disjunta E, = E, U (E, — E;), de modo
que
|Esle = |Exle + |Eq — Ezle-

Como todos estos conjuntos son mesurables, obtenemos
|Ea| = [Eale = |Eale + [E1 — Eale = |Eo| + [E1 — Ea,

de modo que |E; — E;| = |E4| — |E2|.
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Conjuntos Mesurables

Definicion
Sea X un conjunto no vacio. Una o-algebra F en X, es una coleccion de subconjuntos de
X que satisface

i) Ac F = A°c F,

i) (A}, e F = US A €F,

Nota: La propiedad de que @, X € F, se deduce de las propiedades (i) y (ii) en la
deficion. Basta tomar la coleccion vacia L = {}, y obtenemos que & = [J, ¢, A; € F. De

(i), tenemos que X = @€ € F.

Proposicion
La coleccion de conjuntos Lebesgue-mesurables de R" es una o-algebra.
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Conjuntos Mesurables

Proposicion
Sea {Ep}r>1 una coleccion enumerable de conjuntos mesurables en R". Entonces los
conjuntos liminf, Ep y lim sup, Ex Son Lebesgue-mesurables.

Prueba: Basta recordar que

liminf E, = [j (YE v  limsupE,= ﬁ U Ee-
k n=1R>n k n=1kR>n

Luego, como intersecciones enumerables o uniones enumerables de mesurables son
mesurables, se sigue el resultado.
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Estructura de las sigma-algebras

Las o-algebras de un conjunto no vacio X, también forman estructuras particulares.

Proposicion
Sea X un conjunto no vacio, y sea {F;}¢ca una coleccién arbitraria de o-algebras de X.
Entonces, la interseccion F = (| F, es también una o-algebra.

Prueba: Mostramos las propiedades (i) y (ii) en la definicion de o-algebra.

i) Sea A € F =), . Entonces A € F, para todo ¢ € A. Luego, como cada F; es
o-algebra, tenemos que A° € F;, para todo ¢ € A. Portanto, A° € (), F; = F.

ii) Sea {Aj}, C F, una coleccion enumerable de conjuntos en 7 =, ;. De nuevo,
{Aj}=, Ce Fy, paratodo ¢ € A. Como cada F; es o-algebra, tenemos que J;A; € 7,
para todo ¢ € A. Portanto, | J;A; € N, Fr = F.

Esto muestra que la interseccion F = (), F; es también o-algebra de X.
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Estructura de las sigma-algebras

Obs! Contrario a la propiedad que acabamos de mostrar, la union de o-algebras en X no
necesariamente es de nuevo una o-algebra en X. (Buscar un contra-ejemplo!)

Dada una coleccion C de subconjuntos de X, consideramos la familia de todas las
o-algebras de X que contienen a C:

& ={F: Feso-algebradeX, yC C F}.

Claramente la familia ¢ es no vacia, ya que al menos P(X), el conjunto potencia de X, es
una o-algebra de X que contiene a C.

Definimos ¢(C) = ﬂ¢ = ﬂ F. Observe que ¢(C) es una o-algebra (proposicion
Feo
anterior), y ademas C C o(C).

Definicion
A o(C) se le llama la o-algebra generada por C. Esta es la menor o-algebra de X que
contiene aC.
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Estructura de las sigma-algebras

De lo anterior tenemos

Proposicion

Sea X un conjunto no-vacio. Las o-algebras de X forman un conjunto ordenado con la
inclusion.

Ademas, esta estructura es un reticulo: Si A, B son o-algebras de X, entonces su infimo
es AN B,y susupremo eso(AUDB). 4

o(AUB)

ANB
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Estructura de las sigma-algebras

Definicion
Sea X un espacio topologico. La menor o-algebra de X que contiene a todos los abiertos
de X se llama la o-dlgebra de Borel de X, denotada por B(X).

Nos interesa el caso particular en que X = R", y su algebra de Borel B(R") .
A los elementos de B(R") les llamamos los borelianos de R".

Teorema
Todo boreliano de R" es Lebesgue-mesurable.

Prueba: Sea M la coleccion de todos los conjuntos Lebesgue-mesurables en R".
Sabemos que M es una o-algebray que M contiene a todos los abiertos de R". En
particular, M es una o-algebra en la familia ¢ de o-algebras que define a B(R"). Asi

BR") =(]® <M.
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