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Propiedades de la Medida Exterior

Las siguientes propiedades relacionan la medida exterior de Lebesgue con la existencia
de ciertos conjuntos especiales.

Recordemos que una topologia para un espacio X es una coleccion de conjuntos
7 = {A C X}, que satisface

1) @,Xer,

2) {Ahher = UAce,

3) (A, eT = NLAEr

Por otro lado, una o-algebra en X, es una coleccion de conjuntos A = {A C X} que
satisface

1) @,X € A,

2) {A2, e A = U, A€ A,

3 Acd = Ac Aly3 = N, A€ A.
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La Jerarquia de Borel

Definicion
Sea X un espacio topolégico. Un conjunto G C X es G; (o de tipo Gs) si es de la forma

o0
G =(")A;, donde los A; son abiertos.

i=1
Nota: G; viene de Gebiet (abierto en aleman) y Durchschnitt (interseccion).

Definicion
Sea X un espacio topoldgico. Un conjunto F C X es F, (o de tipo F,) si es de la forma

F= U C;, donde los C; son cerrados.

i=1

Nota: F, viene de Fermé (cerrado en francés) y Somme (suma o union).
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La Jerarquia de Borel

Podemos definir también generalizaciones de estos tipos de conjuntos. Por ejemplo,

oo o0
® un conjunto Gy, es de la forma U ﬂ Gjj.
j=1i=1
oo o0
® un conjunto F,; es de la forma ﬂUFU.
j=1i=1
[o olie eliNe o}
® un conjunto Gg,; es de la forma ﬂ UﬂGfik'
k=1j=1j=1
[o olNNe oliNe o}
® un conjunto F,;, es de la forma U ﬂU Fiik-
k=1 j=1i=1
L4 ...

Esto se puede formalizar de una forma mas sistematica.
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La Jerarquia de Borel

Definicion
Sea X un espacio topologico. La jerarquia de Borel de X consiste de clases de conjuntos
Y9 M2y A, dadas por:

® Un conjunto A C X esta en X9 si, y solo si, es abierto.

® Un conjunto A C X esta en N9 si, y sélo si, su complemento esta en ¥2.

oo

® Un conjunto A C X esta en X9, n > 1, siysolo si, es de la forma A = ﬂA,-, con cada
i=1
Ai e Np, n; <n.
® Un conjunto A C X esta en A3, si, y s6lo si, esta en 9 y en T1S.

Definicion
La coleccién de subconjuntos de X dada por B(X) = | Jxou | Jngu | J A, se llama
el algebra de Borel de X. n>1 n>1 n>1
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Propiedades de la Medida Exterior

Proposicion
Sea E C R". Dado ¢ > O, existe un conjunto abierto G de R" tal que EC Gy
|Gle < |E|e + &.

Prueba: Tomemos {lx}>, una cobertura enumerable de E por intervalos cerrados en R”,

de modo que
ECUl vy D vlle) <|Ele+5.
k k
Consideramos ahora intervalos cerrados {/} }>,, tales que

Ir Cint(lf) y v(lk) < Vv(lk) + 5, Vk>1
Definamos G = U int(I;). Observe que G es un abierto de R" y que

R>1
EC|Jh<Jint(;) =6

k>1 k>1
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Propiedades de la Medida Exterior

Ademas, como G C [J I}, vale

Gle < Yovil) < (v (l,?)+2k+1) Z (I) +6sz+1 = vl + S

k>1 k>1 k>1 k>1
< |Ele+£+% = |Eete

Obs!
De la propiedad anterior, dado E C R", entonces para todo £ > 0 podemos hallar un

abiertoGC R"talque EC G
= EAEEEY 6l < Bl te.

En consecuencia, la medida exterior de E puede recuperarse como
|E|le = inf|Gle, donde el infimo se toma sobre todos los abiertos G 2 E.
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Propiedades de la Medida Exterior

Proposicion
Sea E C R". Existe un conjunto H C R" de tipo Gs talque EC Hy
IHle = |Ee.

Prueba: De la proposicion anterior, para todo k € Z™, existe un abierto G, C R" tal que
EC Gy y |Grle < |Ele + . Yk=1,23,...

Consideramos la interseccion H = ﬂ Gg, Un conjunto de tipo Gs, que satisface E C H.
k>1

Luego,
|Ele < [H|e < |Gkle < |[Ele+ &, VkR=123,...

Haciendo kR — oo, obtenemos |E[e < |H|e < |E|,, de modo que [E|e = |Hle.
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Propiedades de la Medida Exterior

Al definir la nocion de medida exterior, hemos usado intervalos | con bordes paralelos a
los ejes coordenados de R". Surge la pregunta de si la medida exterior de un conjunto
depende de la posicion de los ejes de coordenadas (ortogonales).

Respuesta: No. Para probar esto, consideraremos simultaneamente el sistema de
coordenadas habitual en R" y una rotacion fija de este sistema. Las nociones
pertenecientes al sistema rotado se denotaran con una prima’. Asi, por ejemplo, I’
denotara a un intervalo con bordes paralelos a los ejes de coordenadas rotados, y |E|,
denotara la medida exterior de un subconjunto E relativa a estos intervalos rotados:

E|, = ingv(I;).
donde el infimo se toma sobre todas las coberturas S’ de E por intervalos rotados /.

El volumen v(I) de un intervalo claramente no cambia por la rotacion. (Ver pag. 8 en
Seccion 1.3 de Wheeden y Zygmund).
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Propiedades de la Medida Exterior

Teorema
|Ele = |E|,, para todo E C R".

Prueba: Primero afirmamos que dado I intervalo cerrado y € > 0, existe una cobertura
{I}}, de I por intervalos cerrados rotados, tal que

rclyn oy Dov) <v() +e.
14 4

(De forma similar, dado I’ intervalo cerrado (no rotado) y £ > 0, existe una cobertura
{l¢}¢ de I' por intervalos cerrados, tal que

I'C Ulg y Zv(lg) <v(I')+¢€)
¢

¢
Sea E C R" un subconjunto arbitrario. Dado ¢ > 0, elijamos una cobertura {l}>, de E
tal que
ECUJl vy D vle) <|Ele+5.
k k
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Propiedades de la Medida Exterior

Para cada k > 1, elijamos {I},}, una cobertura de I, por intervalos rotados, tal que

€
Ik © UI;zE y ZV(’fzz) <V(le) + Sk
¢

4

Entonces

S 9
e < 23 vlk) < X0 (v + i) < v FeX g = vl + 5
k>1 £>1 k>1 k>1 k>1
< |Ele+5+5 = |Ele+e.
Como esto vale para todo € > 0, portanto |E|, < |E|e.

Un argumento similar, invirtiendo los papeles de los I e I', produce |E|;, > |Ele.
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Conjuntos Mesurables

Definicion
Sea E C R". Diremos que E es un conjunto Lebesgue-mesurable (mesurable, o medible) si
dado ¢ > 0, existe un abierto G C R" talque EC Gy

|G — Ele < e.

Cuando E es mesurable, definimos su medida de Lebesgue como
|E[ = |E]e-

Obs: La condicion de que E sea mesurable no debe confundirse con la conclusion del
teorema anterior, el cual establece que existe un abierto G que contiene a E, tal que
|Gle < |E|e + &.

En general, dado que tenemos la union disjunta G = EU (G — E) cuando E C G, s6lo
tenemos que |G|e < |E|e + |G — Ele, Y N0 podemos concluir de |Gle < |E|e + ¢, que
|G — Ele < .
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Conjuntos Mesurables

Ejemplo 1: Todo abierto U C R" es Lebesgue-mesurable.

Tomemos G = U, un abierto de R" tal que U C G. Entonces
G—Ule=|U-U=|9le=0<c¢e Ve>o0. (;porqué vacio mide 0?)

Esto muestra que U es mesurable.

Ejemplo 2: Todo conjunto de R" con medida exterior nula, es Lebesgue-mesurable.

Sea E C R" con |E|, = 0. De la Proposicion 1, para todo € > 0, existe un abierto G C R"

talque ECG
quet=oy IGle < |Ele +¢ =-.

Luego, como G — E C G, entonces |G — E|. < |G|e < ¢, lo que muestra que E es

Lebesgue-mesurable. -
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Conjuntos Mesurables

Ejemplo 3: Toda union enumerable E = (>, Er de conjuntos Lebesgue-mesurables
E, C R", es Lebesgue-mesurable. Ademas

£l = || < D IEnl

Tomemos E = Uk21 Ei, donde los E;, C R" son todos mesurables. Para cada k > 1, de la
Propiedad 1, existe un abierto G, tal que Ex C G Y [Gr — Egle < 3-

Sea G = |J, Gg. G es un abierto de R", y E = | J, Er, C |J,, Gk = G. Ademas, como
G — E C | J,(Gy — Ei), tenemos

16— Ele < | (G —En)| <Y |Gk —Eel, <Y 5 ==

k>1 k>1 k>1
Esto muestra que E es Lebesgue-mesurable.

Luego,
|E[ = |Efe < ’ U Ek‘e <> B, =D Bkl o
kR>1

kR>1 kR>1
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Conjuntos Mesurables

Ejemplo 4: Todo intervalo n-dimensional | es Lebesgue-mesurable, y vale |I| = v(I).
Prueba:

I es la union de su interior y su frontera, esto es, I = I1° U dl.

De los ejemplos anteriores:
® Yavimos que I° es mesurable, ya que es un abierto de R" (Ejemplo 1).

® Por otro lado, I° es un conjunto de medida nula (ya que al ser el borde de un objeto
n-dimensional, 9l es (n — 1)-dimensisonal, y no tiene volumen en R". (Ejemplo 2).
Portanto, 0l es mesurable.

De ahi que I = I° U dl es union de dos mesurables, portanto es Lebesgue-mesurable
(Ejemplo 3).
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Conjuntos Mesurables

Corolario
Si {I}}_, es una coleccion finita de intervalos n-dimensionales que no se traslapan,

entonces Uﬁ:1 I, es Lebesgue-mesurable y ’ UQ; Ik‘ = Zg:1 Ik |-

Recordemos que la distancia entre dos conjuntos E;, E, C R" esta dada por
d(E1,E2) = |nf{‘|x1 7X2|| P X € E17 X; € E2}

Lema
Si d(Eq, E;) > 0, entonces |E; U Ey|e = |Eq|e + |Eale-

Ejemplo 5: Todo cerrado F C R" es Lebesgue-mesurable.
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Conjuntos Mesurables

Ejemplo 6: El complemento E¢ de cualquier conjunto E C R" Lebesgue-mesurable, es
Lebesgue-mesurable.

Ejemplo 7: Toda interseccion enumerable E = (-, E, de conjuntos
Lebesgue-mesurables E, C R", es Lebesgue-mesurable.

Ejemplo 8: Si E;, E, C R" son Lebesgue-mesurables, entonces E, — E, es
Lebesgue-mesurable.

Proposicion
La coleccion de conjuntos Lebesgue-mesurables de R" es una o-algebra.

(Ver las pruebas de todas estas propiedades en el capitulo 3 de Wheeden y Zygmund.)
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