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La Medida Exterior

Consideramos | un in'%ervalo n-dimensional
I = H[ai,bi] = {x=(X1,%,..., %) €R": a; < x < b;}.
i=1
Definicion
El volumen de | se define como v(I) = [[_,(b; — a;).

Tomemos ahora un subconjunto cualquiera E C R". Cubrimos E por una cobertura

enumerable de intervalos S = {l;}>,, de modo que EC S = I
kR>1

Definimos o(S) = Z v(l¢) el volumen asociado a la cobertura {I}.
... k=1
Definicion
La medida exterior de Lebesgue de E C R" se define como
|E|le = inf{o(S) : S es cobertura enumerable de E por intervalos}.
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La Medida Exterior

Obs: Como los volumenes de las coberturas son no negativas, o(S) > 0, al tomar el

infimo tenemos
0 < |Ele < 0.

De hecho, si E es limitado (como subconjunto de R"), entonces |E|. < co. Si E no es
limitado, entonces |E|, = cc.

Proposicion
Para un intervalo n-dimensional | C R", vale || = v(I).

Prueba: Mostramos |l = v(I), comprobando que |l|e < v(I) e |l]e > v(I).

Observe que C = {I} es una cobertura por intervalos de I, y que en este caso, como
consiste de un solo elemento, tenemos que o(C) = v(I). Luego

lle = inf o(S) < o(C) = v(1).
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La Medida Exterior

Para mostrar la otra desigualdad, tome S = {I.}, una cobertura enumerable de I por
intervalos. Dado ¢ > 0, para cada kR > 1, consideremos un intervalo cerrado [} C R" tal
que

Ik Cint(ly) y  v(lp) <v(lg) +e.

Ry

*
______________ .."IJ\:

En particular, 0o o 0o
1 Jw < Uinty) < Ui
k=1 k=1 k=1

y los {I:}, forman otra cobertura enumerable de I.
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La Medida Exterior

Entonces, | C (J /. Como | es compacto, del Teorema de Heine-Borel, existe una
subcobertura finita {I,’;}_}}":1 tal que I C | I;j.
Luego,

< Y v(lg) +Ne < > v(le) + Ne = o({Ix}) + Ne.

j=1 k>1

Tomando ¢ suficientemente pequefo (esto es ¢ — 0), tenemos
v(l) < a(S),

para cualquier subcobertura S de | por intervalos. Portanto, v(I) < |lle.
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La Medida Exterior

Proposicion
Si E, C E; CR", entonces |Eq|e < |Eale-

Prueba: Observe que si S es cobertura de E,, entonces también es cobertrura de E,, pues

agggUs

De ahi que
{S: Sescobertura por intervalos de E;} 2 {S: S es cobertura por intervalos de E, }.

Tomando el infimo sobre las coberturas S, obtenemos

|Eqle = ir;f{a(S) : Scubrea E;} < irsn‘{a(S) :Scubrea By} = |Ezle-
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La Medida Exterior

Proposicion
Suponga que E = U E, es una union enumerable se subconjuntos Ex C R". Entonces

kR>1
|E|e < Z |Ek‘e-

R>1

Prueba:
® En el caso en que algin |Egx|e = oo, el enunciado se sigue del hecho que E,, es no
limitado, y portanto E, también lo es. Asi que |E|e = 0o = Y |Egle-
® Asumamos entonces que |Ex|e < oo, para todo R > 1. Sea € > 0. Para cada kR > 1,
elegimos una cobertura por intervalos cerrados {I}(k)}j21 de E;, tal que
k k €
Uy Do) < IEde+ 5
j

j>1
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La Medida Exterior

Entonces, como EC UEk c UU’W’

tenemos que

Ele < S v(E) < ZZV(I}M) < Z<|Ek|e+§>
- - k
< Z|E’?|e+52% < Z|Ek|e+€.
P

k=1 R

Tomando de nuevo el infimo sobre todos los € > 0, resulta

Ele < ) |Ekle-
kR

UNIVERSIDAD
DEL VALLE
DE GUATEMALA

La Medida Exterior | Alan Reyes-Figueroa Page 7 UVG




Conjuntos de Medida Cero

Definicion
Decimos que un subconjunto E C R" es de medida cero o de medida nula, si |E|, = o.

Obs: De las proposiciones 2 y 3 anteriores, tenemos
® subconjuntos de medida cero, son de medida cero.
® toda union enumerable de conjuntos de medida cero, es de medida cero.

Ejemplo: El conjunto de Cantor.

Co == [0,1]

G = [0,3]Ul51]

G = [ovg]ulgvg]ulgvg]u[gvﬂ
C3 =
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Conjuntos de Medida Cero

Continuando este proceso, donde
Chr = 3Ce U (5 + 3Ch),

obtenemos en general que Ci, es una union de 2% intervalos cerrados disjuntos, cada

uno de longitud 31—,” todos formando una secuencia descendente:

CGDODGDOGDOGD...

Asi, v(Cr) = o(Ce) =2" - 5 = (%)k, parak=0,1,2,....

Definicion
El Conjunto de Cantor se define como C = Ii{an Cr = Nk Ce-
Propiedades:

® Ces no vacio. (Teorema de Interseccion de Cantor).
® C es compacto.
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Conjuntos de Medida Cero

Propiedades:
® C consiste de aquellos reales en [0, 1] cuya representacion en base 3 consiste sélo
de 0'sy?2’s.
® Ces de medida nula.
Proposicion
El conjunto de Cantor tiene medida exterior de Lebesgue o.

Prueba: Observe que cada uno de los conjuntos C, kR = 0,1,2, ... forma una cobertura
por intervalos cerrados para C.

De la definicion de medida exterior, tenemos

ICle < V(Ck) = (%)k, paratodo k=0,1,2,...

omo (%)" — o, entonces 0 < |C|, < 0, de modo que |C|, = O.
C gk t <|Cl<o,d d C 0O

UNIVERSIDAD
DEL VALLE
DE GUATEMALA

La Medida Exterior | Alan Reyes-Figueroa Page 10 UVG




Conjuntos de Medida Cero

Propiedad interesante: El Conjunto de Cantor, al ser el limite de los Cp, satisface la
identidad autoreferente: c— %C 4 (% n %C).

Este tipo de identidades son comunes en aquellos subconjuntos de R" que llamamos
fractales.
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Conjuntos de Medida Cero

Propiedades:
® Cesnoenumerable, y tiene la misma cardinalidad de R.

Proposicion
El conjunto de Cantor esta en correspondencia biunivoca con el intervalo [0, 1].

Esquema de Prueba: Considere los complementos
Do = [0,1], Dy = [0,1] — C, = union de k — 1 abiertos I}fk), k=123,...

Para cada k =1,2,3,..., definimos funciones f, : [0,1] — R con las siguientes
propiedades:

* f.(0) =0, fr(1) = 1, fr €s mondtona no-decreciente,

® f. es lineal por partes en cada componente conexa de C, y de Dy,

* fe)=j-27k parax el j=12, . ot
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Conjuntos de Medida Cero

L9 29 M9 4% 58 &9 TH 89 99

Las f, son continuas en [0, 1], portanto uniformemente continuas. Ademas, f, — f
convergen a una funcion continua f : [0,1] — R, llamada la funcion de Cantor-Lebesgue.

Esta funcion sirve para establecer una biyeccion entre Cy [0, 1].
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