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Existencia de la Integral

Teorema (Criterio de Riemann de Integrabilidad)
Sean f,g : [a,b] — R limitadas, g monétona no-decreciente. Entonces f es
Riemann-Stieltjes integrable respecto de g en [a,b] <= para todo ¢ > 0, existe una
particion P. de [a, b] tal que si P = {to,t,,...,ty} es refinamiento de P., entonces
n

D (M —my) (g(t) — g(tiy)) <e,

i=1
dondem; = inf fyM;= sup f.

[t,‘,‘l,t; [t,‘,-l,t,']

Prueba: (=) Pendiente.
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Existencia de la Integral

Corolario
Sean f,g : [a,b] — R limitadas. Entonces:

i) Sif es continuay g es monétona = f es g-integrable.
ii) Sif es continuay g € BV[a, b] = f es g-integrable.
iii) Sif es monétonay g es continua = f es g-integrable.
iv) Sif € BV[a,b]y g es continua = f es g-integrable.

Prueba: Ejercicio!
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Existencia de la Integral

Teorema
Sean f,f.,f>,g : [a,b] — R limitadas, g monétona no-decreciente en [a, b].

i) f es g-integrable = |f| es g-integrable.
ii) Sif.,f. son g-integrables = f.f, es g-integrable.

Prueba: (i) Tome P = {t,, ..., t,} una particion de [a, b], que cumple el criterio de
integrabilidad de Riemann

Z(M; —m;) (g(t;) — g(t;i_4)) <e,

conm; = inf fyM;= sup f.Observe que
Gt [ti_a.ti]

M; —m; = sup{f(x) —f(y) : X,y € [ti_, ti]} <e.
(i) De la desigualdad triangular ||f(x)| — [f(y)|| < If(X) — f(¥)| < &, cuando tomamos
X,ye [ti—wti]-
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Existencia de la Integral

Luego, la misma particion P sirve para mostrar que

n

> (sup fli —inf[f]}) (9(t) — g(ti—1)) < D (supfi —inffi) (9(t) — g(ti_1)) <,

i=1 i=1
de modo que |f| también es g-integrable.

(ii) Si |f| < K, entonces

[(F))* = (FW))*| = [(FO0 +F ) (F) = FW)| < 20If Il - |- [Fx) = F))

Esto muestra que f2 es g-integrable, nuevamente por el criterio de Riemann.
Como 2f.f; = (fr + f2)? — f2 — f2, entonces f,f, es suma de funciones g-integrables.
Portanto, es g-integrable.
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Existencia de la Integral

Teorema
Si g es monotona no-decreciente en [a, b] y f es g-integrable en [a, b], entonces

!/abfdg\ < /ab fldg < lIfl] (9(b) — 9()).

Prueba: Sabemos que |f| es g-integrable. Sea P = {to,...,ty} una particion de [a, b], con
representantes &;, entonces

=Ifll < =If () < F(&) < IF &) < IIfll,  Vi=1,2,....n.
Multiplicando por Ag; = g(t;) — g(t;_,), y sumando
—Z IFlAgi < =D IF(€)Agi <> (&) Agi < > If()Agi < > |Ifll Ag;.

i=1 i=1 i=1 i=1

Luego

UNIVERSIDAD
DEL VALLE
DE GUATEMALA

Propiedades de Integrabilidad | Alan Reyes-Figueroa Page 5 UVG




Existencia de la Integral

—[IfIl (9(b) — g(a)) < —s(P.[f|,g) < s(P.f,g) < s(P.If|.g) < [Ifl| (9(b) — g(a)).

Asi, [s(P.f,9)| < s(P.If|.g) < IIfll (9(b) — g(a)).

Tomando el limite cuando ||P|| — 0, obtenemos

\/abfdg) < /ab f1dg < [Ifll (9(b) ~ 9(a)). .

Corolario
Sim < f(x) <M, para todo x € [a, b], entonces

b
m (g(b) — g(a)) < /a fdg <M (g(b) —g(a)). o
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Otros Resultados

Teorema (1er. Teorema del Valor Medio)

Sean f, g : [a,b] — R funciones, f continua, g mono6tona no-decreciente. Entonces, existe
c € la,b] tal que

b b
/a fdg =f(c) / dg = £(c) (9(b) — 9(a)).

Prueba: Sean m = [ing]f, M = sup f. Del corolario anterior, tenemos
a, [a,b]

b
m (g(b) — g(a)) < / fdg < M (g(b) - g(a)).

® g(b) = g(a): g seria constante, y
/fdg =0 =f(c)-0=f(c) (9(b) — g(a)),

para cualquier ¢ € [a, b].
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Otros Resultados

® g(b) > g(a): la desigualdad de arriba implica que

7fabfdg =su
ORFOR

Como f es continua, por el Teorema del Valor Medio de Bolzano, existe c € [a, b] tal
que f(c) = k. Asi

inff=m<k=

b
/a fdg = k (g(b) — g(a)) = £(c) (9(b) — 9(a)).
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Otros Resultados

Teorema (de Diferenciacion (analogo a la 1a. parte del T.

Fundamental))

Seanf,g : [a,b] — R funciones, f continua, g mondtona no-decreciente, y suponga que g
es diferenciable en c € (a, b). Entonces, la funcion F : [a,b] — R dada por

Fo = | 'fdg

es diferenciable en cy F'(c) = f(c)g’(c).
Prueba: Tome h > o tal que ¢ + h € [a, b]. Entonces, del 1er. Teorema del Valor Medio,
obtenemos

c+h c c+h
F(c+h)—F(c):/ fdg—/fdg:/ fdg = £(¢) (a(c + h) — 9(c),

para algun ¢ € [c,c + h].
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Otros Resultados

Dividiendo por h, y tomando el limite cuando h — o*

jm FCEDZFO) 1), 9CEM =90 _ iy ). g HEEW =90 _ g0y

h—o h h—o h h—o h—o

Portanto, F es diferenciable en ¢.
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Otros Resultados

Teorema (2do. Teorema del Valor Medio)
Sean f,g : [a,b] — R funciones, f monotona no-decreciente, g continua. Entonces, existe

c € [a,b] tal que b c b
| fdg=f@ [ dg+fb) [ do.

Prueba: g es f-integrable. Por el 1er. Teorema del Valor Medio, existe ¢ € [a, b] tal que
b
[ 9df =9(0) (f(b) - f(a).
a

De la integracion por partes, entonces f es g-integrable y
b
[ £dg = st / gdf = f(b)g(b) - f(a)g(a) - 9(c) (f(b) - f(@))

— f(a) (9(c) — g(a)) + F(b) (9(b) - f(a) / dg + f(b / dg.
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Otros Resultados

Teorema (Cambio de Variable)
Seanf,g : [a,b] — R funciones, f continua y g-integrable. Suponga que ¢ : [, 8] — [a, b]
es un difeomorfismo, con p(a) = ay ¢(3) = b. Entonces

b B B8
/fdg:/ (fow)(S)d(gw)(S):/ (Fop)d(goy).

Relacionar con el cambio de variable tradicional, d(g o ¢) = dg(y) - ¢'.

Prueba: Ejercicio! .
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Propiedades de Convergencia

Sea g : [a,b] — R una funcion monotona no-decreciente, y consideremos una secuencia

de funciones {f,}n>1, con f, : [a,b] — R, y tal que converge a otra funcion f : [a,b] — R,
estoesf, —f.

b b
Es de esperar que, / fndg — / fdg.
a a

Ejemplo: Sea g(x) = x, y considere la secuencia de funciones f, : [0,4] — R dadas por

n2x, o<x< L
fa(x)=q—n?(x—2), 1 <x<2
0, 2 <x< 4

¢Qué ocurre con las integrales [ f, dg?
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Propiedades de Convergencia

Teorema (Integrabilidad bajo convergencia uniforme)

Sean f,, : [a,b] — R funciones g-integrables, g mono6tona no-decreciente, tales que
fn unif, f. Entonces, f es g-integrable en [a,b]y [fdg = Iirr,n [ fadg. o

Teorema (Teorema de Convergencia Limitada)

Sean f, : [a,b] — R funciones g-integrables, g monotona no-decreciente. Suponga que
existe B > o tal que ||f,|| < B,Vn. Si la funcién f = Iirr]nf,, existe y es g-integrable en |[a, b],

entonces [fdg = lim [ fadg.

Teorema (Teorema de Convergencia Monotona)

Sean {f,} una secuencia monétona de funciones f, : [a, b] — R g-integrables, g
monotona no-decreciente. Si la funcion f = “,r,“ fn existe y es g-integrable en [a, b],

entonces [fdg = lim [ fadg.
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