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Integral de Riemann-Stieltjes

Recordemos que la integral de Riemann en R mide el area bajo la curva y = f(x),
comprendida en el intervalo [a, b].

Dicha area corresponde a la suma de la areas rectangulares A; = f(¢&;) At; (base por
altura), indicadas por la particion P.

Pregunta: ;Qué ocurre si medimos el area de otra forma?
® podriamos medir las alturas de otra forma: aplicando alguna funcion Tof = T(f(x)).
® podriamos medir el dominio diferente: aplicando alguna transformacion g a x.

Un primer intento para hacer esto es la integral de Riemann-Stieltjes.

UNIVERSIDAD
DEL VALLE
DE GUATEMALA

Integral de Riemann-Stieltjes | Alan Reyes-Figueroa Page 1 UVG




Integral de Riemann-Stieltjes

Definicion

Sean f,g : [a,b] — R funciones limitadas, y P = {to, t,,...,t,} una particion de [a, b].
Definimos la suma de Riemann-Stieltjes de f con respecto de g, correspondiente a P,
como
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Integral de Riemann-Stieltjes

;Para qué sirve g?

g se llama usualmente la carga o masa. Funciona como una especie de densidad.
Podemos usar g para pesar o ponderar los intervalos (le damos mas importancia a unas
regiones y menos a otras).

Definicion
Sean f,g : [a,b] — R limitadas. Decimos que f es Riemann-Stieltjes integrable con

respecto de g, si existe | € R tal que, para todo ¢ > 0, existe una particion P, de [a, b] tal
que cualquier refinamiento P de P, satisface

s(P:f,g) -1 <e.

b b
Esto es lim)jp|—.0 S(P; f, g) existe. En ese caso, escribimos/ fdg = / f(t)dg(t) = 1.
a a

También decimos que f es g-integrable.
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Integral de Riemann-Stieltjes

Definicion
Sea P = {to,t,,...,ty} una particion de [a, b], y sean f,g : [a, b] — R funciones limitadas.
Definimos la suma de Riemann-Stieltjes de f con respecto de g, correspondiente a P, por

s(P.f.g) = Zf &) (9(t) — g(ti_n))-

Definicion

Sean f,g : [a,b] —. Decimos que f es Riemann-Stieltjes integrable respecto de g si existe
| € R tal que para todo ¢ > 0, existe una particion P. de [a, b], con la propiedad que todo
refinamiento PsubseteqP., satisface

Is(P.f,9)—I| <e.

Esto es, el limite limp|_o S(P, f, g) existe y es igual a I.
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Integral de Riemann-Stieltjes

En el que f es Riemann-Stieltjes integrable (RS-integrable) respecto de g, también
podemos decir que f es g-integrable.

b b
En ese caso, escribimos / fdg = / f(t)ydg(t) = 1.
a a

Nota:
De forma analoga que en el caso de la integral de Riemann,, podemos desarrollar una
teoria de integral de Darboux-Stieltjes, y definir sumas inferior y superior

b )
/fdgzsupS(P,f,g) y /fdg:ing(Pj,g)-
Ja P a

y definimos que f es Riemann-Stieltjes integrable con respecto de g si

/abfdg—/abfdg-
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Ejemplo 1:
Sea f : [a,b] — R limitada, y considere g(x) = x, la funcion identidad.

En este caso, tenemos que g es también limitada en el compacto [a, b], de modo que f
es Riemann-Stieltjes integrable respecto de g. Como

n
s(P.f.9) Zf &) (9(t) — g(ti_y) = D> _F(&) (ti —tiy),
i=1
las sumas de Riemann-Stieltjes se reducen a sumas de Riemann.

La integral es
/ fdg - / f(t) d(t) / (1

por lo que la integral de Riemann-Stieltjes se reduce a la integral de Riemann.

De ahi que la teoria de la integral de Riemann-Stieltjes generaliza a la de Riemann.
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Ejemplo 2: Sea f : [a,b] — R limitada, y tome g : [a, b] — R una funcion constante,
digamos g(t) = ¢, para todo t € [a, b].

En este caso, Ag; = g(t;) — g(ti_,) = 0, paratodoi =1,2,...,n.
Portanto,

Pfg fol (11))207

para cualquier particion P de [a, b].

b
En particular, f es g-integrable y/ fdg =o.
a
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Ejemplo 3a: Seaf : [a,b] — R limitada y continua. Consideremos la funcion de salto

Uo, t<?,
X) = ~
g(x) {uh t>t.

¢Como son las sumas de Riemann-Stieltjes? N
Tome una particion P que incluya a t, esto es P = {to,t;,...,t; =t,...,t,}. Observe que
n

s(P.f.g) = Zf(&) (9(t) — g(ti_v)) = f(x) (a(t;) — g(tj_y))
= f(§)(u1 —uo) = f(&)dg.

Comot_, <<t =1, entonces en el limite ||P|| — 0, tenemos que tia =t de modo

te(a,b).

que & — t~. Asi, por la continuidad de f, tendriamos que

b
| Fdg = im s(p.f.)= tim 5(5) (us ~ o) = F(D)(un — uo).

[1P[|—
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Ejemplo 3b: De forma similar, sea f : [a, b] — R limitada y continua. Consideremos ahora

la funcion de salto: _
X) = ’ ~ te (a,b).
o0 = {24 (a.b)
¢Como son las sumas de Riemann-Stieltjes? N
Tome una particion P que incluya a t, esto es P = {to,t;,...,t; =t,... t,}. Observe que
n

s(P,f,g) = Zf(f:) (g(ti) - g(ti—1)) = f( 1+1)( (1+1) g(tj)>
= f(§1) (U — o) = f(&14) 9.

Comot = t; < &, < tj,,, entonces en el limite ||P|| — o, tenemos que t;,, — t', de
modo que &, — t+. Asi, por la continuidad de f, tendriamos que

b
| fdg= lm s(p.f.0)= Jim (5 (s o) = £ (D) (e — o).

IIPl—
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Ejemplo 3c: Qué ocurre con la integral de Riemann-Stieltjes, en el ejemplo, anterior,
cuando:

a) f es continua por la izquierda en t, esto es, solo sabemos que lim f = f(t) = f(t).
t—t—
b) f es continua por la derecha en't, esto es, s6lo sabemos que lim f = f(t*) = f(t).
t—tt

c) la funcién g es de la forma

Uo, t< t, _
gx) =1 u, t=t; te(a,b).
u,, t>t.

Prueba: Ejercicio!
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Ejemplo 4: Seaf : [a,b] — R limitada, y para a < ¢, < ¢, < b, considere la funcion

u,, a<t<ecy
gx) =< Uz, G <t<ey
us, G <t<hb.

Tenemos que

s(P.f.g) = fo, Ag,—Zfﬁ, Ujsr — i) = F(&1) (U2 — th) + f(&) (U3 — U2).

Luego, / fdg = f(cE)(uy — ur) + f(cF)(us — u,), donde los signos + dependen de la

continuidad de f en los puntos ¢;, C,.

UNIVERSIDAD
DEL VALLE
DE GUATEMALA

Integral de Riemann-Stieltjes | Alan Reyes-Figueroa Page 11 UVG




Seax > 0. Sea f : [0,x] — R limitada y continua. Consideremos la funcion g(t) = [t], la
funcion mayor entero.

En este caso, g también es limitada en [0, x], de modo que f es Riemann-Stieltjes
integrable con respecto de g en [0, X].

Observe que los saltos de g ocurren precisamente en los enteros n =1,2,...,|x],y son
todos saltos de tamafio dg, = g(n*) —g(n~) =1.

Del ejemplo anterior, tenemos
[x] [x]

/ “fdg = f(n)sg. = f(n).

Asi que la teoria de sumas (finitas) de funciones, corresponde a un caso particular de la
integral de Rlemann-Stieltjes.
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Integral de Riemann-Stieltjes

Ejercicio: Mostrar que la funcion de Dirichlet:

0

1, if z is rational
flz)=

0, if z is irrational
La funcion de Dirichlet.

no es Riemann-Stieltjes integrable sobre [0, 1], respecto de cualquier funcion continua,
limitada, y no-decreciente g : [0,1] — R (obviamente, asumiento que g no es constante).
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