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Integral de Darboux

Seaf :[a,b] — R limitada, con m < f(x) < M, para todo x € [a, b].
Recordemos que una particion (finita) P del intervalo [a, b] es un conjunto finito

P = {t07t1at27 cee 7tn}7

cona=t, <t <t, <...<th_, <t,=b. En este caso, la particion consiste de n

intervalos i = [t;i_., tj], para j =1,2,...,n.
Para cadai=1,2,...,n, definimos
mi=inf f, 'y M= sup f.

= 1
[ti—1 )ti] [t,’_1 ,t,']

La suma inferior de Darboux s(P,f) y la suma superior de Darboux S(P, f) de la funcion
f, asociadas a la particion P, se definen por

s(P,f) = Z mi(ti —t_,),  S(P,f)= ZMi(t:‘ —ti_4).
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Integral de Darboux

Teorema
f : [a,b] — R limitada. Para toda particiéon P, m(b — a) < s(P,f) < S(P,f) < M(b — a).

Prueba:
Para cadai=1,2,...,n, m; < f(x) < M;, de modo que m;(t; — t;_,) < M;(t; — t;i_,).
Sumando sobre cada i, obtenemos

s(P.f) = Zmi(ti —tiq) < ZMi(ti —ti_1) =5S(P.f).-o

¥,

¥ =fix)
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Integral de Darboux

Sean P, Q particiones de [a, b]. Recordemos que Q es un refinamiento de Psi P C Q (Q
tiene al menos los mismos puntos de P). En este caso, decimos que Q es mas fina que P,
o también decimos que P es menos fina (coarse) que Q.

Teorema
Seaf : [a,b] — R limitada, P, Q particiones de [a, b], con P C Q. Entonces

s(P.f) <s(f,Q) < 5(f, Q) < S(P.f).

Prueba: Consideramos el caso simple en que el refinamiento anade solo un punto,
digamos Q = PU {x} = {to, ts,..., i, X, t;, ..., th} = {Xo, X1, ..., Xnsa}.

Estoes, x;=t;parai=0,1,...,J =1, X=Xy X;=ti_,parai=j+1,...,n+1.
Definamos m; = inf fyM;= > f.Entonces

Xima Xi [Xi_.xi]

UNIVERSIDAD
DEL VALLE
DE GUATEMALA

Integral de Riemann | Alan Reyes-Figueroa Page 3 UVG




Integral de Darboux

n-+1

s(Q,f) = Zm — Xi_q)

n
= Zm ti +m}( —ti4) +mi+1(tf —X)+ Z mi(ti — i)

i=j+1
2m;(tj—t;_,)

> Zm ti_4) = s(P,f).

Un argumento similar con supremo, en lugar de infimo, muestra que S(Q,f) < S(P,f).
Para el caso general,siQ = PU Uf:1{x,-}, basta aplicar el argumento anterior a cada uno
de los puntos xj.
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Integral de Darboux

Una cadena de refinamientos de una particion P de [a, b], es una secuencia de

particiones
PgP1gP2g.ngg.

Del teorema y la propiedad anteriores, podemos deducir que si {P,},>, €s una cadena
de refinamientos de P, entonces, para cualquier funcion limitada f : [a, b] — R vale

S(P,f) <s(P1,f) < ... <S(Pe,f) < ... <S(Pp,f) < ... < S(Ps,f) < S(P,f).

En particular:

® La secuencia de sumas inferiores s(f, Py) es monotona no-decreciente, y esta
limitada superiormente por M(b — a). Luego, converge (a su supremo).

® La secuencia de sumas superiores S(f, P;) es monotona no-creciente, y esta
limitada inferiormente por m(b — a). Luego, converge (a su infimo).
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Integral de Darboux

Definicion
Sea f : [a,b] — R funcién limitada. Definimos la integral inferior de Darboux por

b b
/ f:/ F(0)dt = sups(P.f) = lim sups(P.f),

[IPl|—0

De la misma forma, definimos la integral superior de Darboux de f como

7b 7b
/f:/ F(t)dt = inf S.(P.f) = liminfs(P.).
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Integral de Darboux

Seanf,g: [a,b] — R limitadas. Valen las siguientes afirmaciones:
b b
i) Para toda particion P de [a, b], s(P,f) < / fy/ f <S(P,f).
Ja a

ii) Dado ¢ > 0, existen particiones Py P de [a, b] tales que

/abf—s(P,f)<5, y S(P,f)—/ab<s

o [1- o [ [1-[r [
W) [+ [o< [cra< [vro< [ra<[r+ [0
V) f<g = /fﬁ/gy/fs/g-
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Integral de Darboux

Definicion ,
Una funcion limitada f : [a, b] — R es Darboux-integrable si / f= / f.
Ja a

Teorema
Seaf : [a,b] — R limitada. Las siguientes son equivalentes:

i) f es Darboux-integrable.
Para todo ¢ > 0, existen particiones P, Q de [a, b] tales que S(P,f) — s(Q,f) < «.

iii) Para todo = > o, existe una particion P de [a, b] tal que S(P,f) — s(P,f) < e.
iv) Paratodo ¢ > 0, existe una particion P = {to,t,,...,t,} de[a,b] tal que

Ew, ,1 < €.

El nimero w; = M; — m; se llama la oscilacion de f sobre el subintervalo [t;_.. t;].
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Integral de Riemann

Recordemos que si f : [a, b] — R es limitada, una suma de Riemann de f sobre la
particion P = {to,t,,...,ty} es una suma de la forma

Zf 61 I 1 con ti71 < gi < ti-

Recordemos también que
Definicion )
f es Riemann-integrable si el limite 0 I;m Z f(&)(t — t;i_,) existe, (para cualquier

particion Py cualquier eleccion valida de los &)

En ese caso, escribimos dicho limite como / f= / f(t)dt
a
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Integral de Riemann

Nota: ||P|| = sup(t; — ti_,) es la norma de la particion P.

Teorema (Equivalencia entre Riemann y Darboux)
Seaf : [a,b] — R limitada. f es Darboux-integrable f es Riemann-integrable.

Prueba: Ejercicio!
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Integral de Riemann

Ejemplo: La funcion de Dirichlet

0

1, if z is rational
-

. if r is irrational

Para cualquier particion P de [a, b], los subintervalos [t;_,, t;] siempre contienen
racionales e irracionales. Luego, m; = 0y M; = 1, para todo i, de modo que s(P,f) =0 e
S(P,f) = b — a =1, para toda particion P.

.
Portanto, / f(t)ydt=o0e / f(t)dt =1, por lo que f no es Riemann integrable.
J0 o
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