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. Sea X = R. jPara cudles o-algebras son las siguientes funciones de medida?

. 0, A=g; .. 0, A es finito;
() 1(4) = {17 A# 2. () u(4) = {1, A° es finito.

. (a) Encuentre un ejemplo para mostrar que la condicién de finitud en las Propiedad de continuidad superior ((vii) en las
propiedades de medida) es esencial: B, \, B, p(B1) < o0 = pu(B) =inf,, u(B,) = lim u(B,).
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(b) Hallar una medida i en (R; B(R)) es sea o-finita, pero que asigne a cada intervalo [a, b), con b—a > 2, una masa finita.

. (a) Sea (X, A, 1) un espacio de medida, y sea F' € A. Muestre que la funcién pr : A — R dada por up(A) = u(ANF)
define una medida. pup es llamada la medida p relativa a F'.
(b) Sea (2, A,P) un espacio de probabilidad, y sea A, cn una secuencia de conjuntos tales que P(4,) = 1, para todo

n € N. Pruebe que ]P’(ﬂn An) =1.

. Sea (X, A, ) un espacio de medida finita, y sean {A,, }nen, {Bn}nen C A secuencias tales que B,, C A, para todo n € N.

Mostrar que
u( U An) - u( U Bn) <> (A, — By).
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. Sea )\ la medida de Lebesgue 1-dimensional.

i) Probar que para todo € R, z es un conjunto de Borel, con Az = 0.

ii) Mostrar, de dos formas distintas, que Q es un conjunto de Borel, y que A\(Q) = 0. Primero usando (i), y luego
considerando los conjuntos C(g) = U, [gn — €27 ", qn + €27 "), donde {g,}» es una enumeracién de Q, y haciendo
e — 0.

iii) Usar el hecho que [0,1] = [J,cq{7} para mostrar que una unién no-enumerable de conjuntos de medida nula no es
necesariamente de medida nula.

. Considere el espacio mesurable (R, B(R)). Determine todos los conjuntos de medida nula en la medida §, + &3, con a,b € R.

. Medidas Invariantes. Sea (X, Au) un espacio de medida finita, donde A = ¢(G) para algiin conjunto generador N-estable
G. Asuma que T': X — X es un mapa tal que T-1(A) € A, para todo A € A.
Pruebe que

WG =p(T HG)), VGeG = wA) =pn(T"'(A), VAeA

(Una medida p con esta propiedad se dice es invariante con respecto del mapa T').



8. La Medida de Stieltjes. Sea 1 una medida en (R; B(R)) tal que p[—n,n) < oo, para todo n € N. Muestre que la funcién

ul0,2), x> 0;
F,(z)= 0 x = 0;
—ulz,0), = <0.

es una funcién mondtona continua por la izquierda F), : R — R.
(Recordemos que las funciones monédtonas crecientes y continuas por la izquierda se llaman funciones de Stieltjes).

i) Sea F': R — R una funcién de Stieltjes. Mostrar que
vi(la,b)) = F(b) — F(a), a,b€eR, a<b,

posee una (nica extensién a una medida sobre B(R).

ii) Concluya que para toda medida p en (R, B(R)), con pu[—r,7) < 0o, r > 0, existe una funcién de Stieltjes F' = F},, tal
que v = pp.

iii) ¢Cudl es la funcién de Stieltjes F' que corresponde a la medida de Lebesgue 1-dimensional \?

iv) iCudl es la funcién de Stieltjes F' que corresponde a la medida de Dirac 6¢?

v) Mostrar que F), es continua en x € R si, y sélo si, u{z} = 0.




