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Algoritmos de Minimizacion



Propiedad: Equivalencia

[0 Dados lenguajes regulares L y M, como
verificar si éL = M?
[0 Hay un algoritmo que envuelve Ia

construccion del producto de dos DFA a
partir de los DFA para L y M.

[0 Estos DFA's tienen conjuntos de estados
Q Yy R, respectivamente.

[0 El DFA producto posee estados Q x R.

O res[qg,rJcongqeQ,re R,



DFA Producto

AL = (QIZIqOIFLISL)I AM = (RlzerIFMISM)
Construimos el producto:
[0 Estado inicial = [qg,,]

0 Transiciones:
6([qlr]l a) > [6L(qla)l 6M(rla)]
08, &y son las funciones de transicion de
los automatas de L y M, resp.

[0 Basicamente, simulamos el producto en
moviéndonos en dos componentes.



: DFA Producto




 DFA Producto



Propiedades: Cerradura

[0 Dados lenguajes regulares Ly M, y sus
automatas AFD A, y A, respectivamente,
podemos construir automatas para

 LaunionLu M

- La interseccion LN M

 Las diferencias L—- My M- L
- La diferencia simétrica L @ M
* El complemento L€

[0 Todas usan el automata producto.
(Solo cambia la forma en como se definen los
estados de aceptacion).
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Propiedades: Cerradura

Unién L U M:
[g,r] es estado de aceptacion si g o r (0 ambos) son estados de
aceptacion.

Interseccion L N M:
[g,r] es estado de aceptacion si g y r (ambos) son estados de
aceptacion.

Diferencia L — M:
[g,r] es estado de aceptacion si g es de aceptacion, y r no lo es.

Diferencia Simétrica L € M:
[q,r] es estado de aceptacion si q o r son estados de aceptacion,

pero no ambos.



Algoritmo de Equivalencia

[0 Los estados finales del DFA producto
corresponden a aquellos pares [q, r]
tales que exactamente uno de g o0 r son
estados finales de su respectivo DFA
(pero no ambos).

[0 Asi, el autdmata producto acepta w si, y
solo si, w esta en exactamento uno de
los lenguajes L 6 M (pero no ambos).



. Equivalencia




Algoritmo de Equivalencia

[1 El lenguaje asociado al DFA producto es
vacio si, y solo si, L = M.

[0 Si recordamos, ya tenemos un
algoritmo para evaluar si el lenguaje
generado por un DFA es vacio.
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Propiedad: Inclusion

[0 Dados lenguajes regulares L y M, esta
L = M?

[0 Tenemos un algoritmo para esto, el cual
también usa el DFA producto.

[0 ¢Como definiria los estados finales [q, r]
del producto para que el lenguaje
acetado sea vacio, si y solo si, L < M?

: g es final; r no lo es.
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* Tnclusion

Nota: el unico estado final es
inaccesible, de modo que el
lenguaje es vacio, y L = M.
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DFA minimal

[0 En principio, ya que podemos verificar la
equivalencia de DFAs, dado un automata
A podemos hallar el DFA con la menor
cantidad de estados, que acepta el
lenguaje L(A).

[0 1a Solucion: Testar todos los DFAs
menores a ver si son equivalentes con A.

[0 Es un muy mal algoritmo.
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Minimizacion Eficiente
de estados

[0 Construir una tabla con todos los pares
de estados.

[0 Si hallamos una cadena distinguida, esto
es dos estados (que torna exactamente
uno de ellos en un estado de
aceptacion), marcamos ese par.

[ El algoritmo es una recursion sobre la
longitud de la menor cadena distinguida.
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Minimizacion de estados

0 Eliminamos inaccesibles desde q,.

[0 Base: Marcamos [q, r] si exactamente
uno de ellos es un estado final.

0 Induccion: Marcamos [q, r] si existe
algun simbolo a tal que [0(q,a), o(r,a)]
esta marcado.

[0 Cuando ya no hay mas marcas posibles,

los pares no marcados son equivalentes
y pueden fusionarse en un solo estado.
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Transitividad de “Indistinguibles™

[0Si el estado p es indistinguible de g, y g
es indistinguible de r, entonces p es
indistinguible de r.

[0 Prueba: La salida (aceptar o no aceptar)
depyqenlaentrada w es la misma, y
la salida de gy r en la entrada w es la
misma, asi que es la misma salida para

PYF
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Construccion del DFA Minimal

[0 Suponga qy,...,q, Son estados
indistinguibles.

[0 Los reemplazamos por un estado g.

0 Luego, o(q,,a),..., 0(q,,a) son todos
estados indistinguibles.

O . caso contrario, deberiamos
haber marcado al menos un par mas.

[1Sea o(qg, a) = es estado representativo
de ese grupo.
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: Minimizacion

r b r b
— {1} 2,4y | {5} — ABIC
{214} {2141618} {1131517} BID E La misma
{5} |{2,4,6,8} {1,3,7,9} gg g tabla pero
{2141618} {2141618} {113151719} con Iabels
{1,3,5,7} |{2,4,6,8}{1,3,5,7,9} EDIG s
£ {13709} {2468} {5 *gg% simples.
* {1,3,5,7,9}|{2,4,6,8}{1,3,5,7,9} )

Recuerdan esta automata? Fue el que construimos como
ejemplo del tablero en la construccion de un AFN a un AFD.
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o

O MMUOUO @ >

U0 gOO0Om-™—

OO TmOo

: Minimizacion

Mmoo m >

Comenzar con marcas para
los pares con uno de los
estados finales F 0 G. 19



o

MM m™>

OO0 g0OCOom™—

OO TmOo

: Minimizacion

Mmoo @ >

El input  no ayuda, ya
que el par [B, D] no esta
marcado.
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o

MM m™>

OO0 g0OCOom™—

OO TmOo

: Minimizacion

MmO ®@ >
X X X X x x@
X X X X X
>3 X M
x x U
X X0

Pero el input 6 distingue a {A,B,F}
de {C,D,E,G}. Por ejemplo, [A, C]

es marcado ya que [C, F] lo es.
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o

O MMUOUO @ >

OO0 g0OCOom™—

OO TmOo

: Minimizacion

MmO ®@ >
X X X X x x@
X X X X X
X X X m
< x xU
e

[C, D] vy [C, E] son marcados
ya que las transiciones en b al

par marcado [F, G]. ,



: Minimizacion

r b G FEDTCB
. AIBIC A X X X X X X
BID |E B X X X X X
C/D |F C X X X X
DD G D X X
ED |G E X X
x F|D |C F X
+x G D|G
[A, B] es marcado [D, E] nunca es marcado,
ya que hay transiciones r ya que ambos imputs D, E

al par marcado [B, D]. van al mismo estado. ,



Minimizacion
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Eliminando estados no alcanzables

[0 Desafortunadamente, al combinar
estados indistinguibles podriamos
resultar con estados no alcanzables en
el DFA “minimo”.

[0 Entonces, tarde o terprano, debemos
remover aquellos estados que no son
alcanzables desde el estado inicial.
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Punto clave

[0 Hemos combinado estados del
automata DFA siempre que es posible.

[0 Pregunta: ¢Puede existir otro DFA,
completamente distinto, con menor
numero de estados?

[1 Respuesta: No.
La prueba envuelve minimizar el DFA
derivado del hipotético mejor DFA.

26



Prueba: DFA Minimal

[0 Sea A nuestro DFA minimizado, y sea B
un menor DFA equivalente.

[0 Consideramos un automata con los
estados de A y B combinados.

[0 Usamos “distinguible” en su forma
contrapositiva:

[0 Si los estados p y g son indistinguibles,
entonces también lo son 8(q,a) y &(p,a).
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Indistinguibilidad

a b
Yo —— G

Estados .- . .
iniciales de Ay B papen ser Deben ser
indistinguibles indistinguibles indistinguibles
ya que
L(A)= L(B). ...

............. a b ;
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Hipotesis Inductiva

0 Todo estado g de A es indistinguible de
cualquier estado de B.

[0 La induccion se hace sobre la longitud n
de la menor cadena que lleva desde el
estado inicial de A hacia q.
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Prueba — (2)

[0 Base: Los estados iniciales de A y B son
indistinguibles, ya que L(A) = L(B).

0 Induccion: Suponer que w = Xa es una
menor cadena desde A al estado g.

[0 Por hipotesis, x lleva A a un estado r que
es indistinguible de algun estado p de B.

[0 Entonces o(r, @) = g es indistinguible de

o(p, a).

30



Prueba — (3)

[0Sin embargo, dos estados de A no
pueden ser distinguidos desde el mismo
estado de B, o en caso contrario, ellos
serian distinguibles uno desde el otro.

[0 Esto contradice la transitividad de los
“indistinguibles.”

[0 Asi, B posee al menos el mismo numero
de estados que A.
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