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Funcion de costo

Dado un clasificadory = g : S — Q, definimos una funcion de pérdida o costo L(y, y(x))
Ejemplos:

Lo = {3 Sy 700

Y7y L(y,y(®) = (v - ¥(x))".
0, siy=y(x).

G, siy=1,§(x) =0 L(y,y(x)) = |y = y(x)|
L(y,y(x)) = {cz, siy=o0, y(x )=

G,

siy = y(x). L(y,y(x)) = logcosh (y — y(x)).
Definimos el error de clasificacion como E(L(y,y(x))). El error empirico se define como

D7 L))
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Clasificador bayesiano optimo

Tipicamente, la funcion de costo satisface L(y, y(x)) > o.

Dado un conjunto de datos (X,Y) ~ P, y una funcion de costo L > 0, queremos encontrar
un clasificador y(x) tal que

E(L(Y,Y(X))) = Exy (L(Y, Y(X))) sea minima. (1)

En otros casos, nos puede interesar minimizar la probabilidad
P(>"; L(vi, ¥(x;)) > threshold).

De (1)
ExEyx—x (L(Y, ?(X)))
- / By LY, V(0) fi(x) dx 2)

Ex,v (L(Y, ?(X)))
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Clasificador bayesiano optimo

La ecuacion en (2) es importante porque de alguna manera indica que el problema de
minimizacion es desacoplado: se puede minimizar de forma separada en X y se puede
también minimizar en Y.

Si minimizamos lo anterior sobre Y, es suficiente para cada x minimizar la siguiente
funcion R
argmin?(x) Eyix—x L(Y, Y(X)), Vx.

Definicion
La solucion a la ecuacion anterior se llama el clasificador bayesiano éptimo.

Obs! Este es un clasificador teorico. En la practica no es posible calcularlo, a menos que
dispongamos de la informacion de la distribucion conjunta P(X, Y) teorica.

Se utiliza para dar estimados teoricos y cotas del error de clasificacion.
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Clasificador bayesiano optimo

Observaciones:

® Se llama éptimo porque es lo mejor que podemos hacer en el caso que tenemos la
informacion completa Py y.

* En el caso finito, la integral Exy (L(Y, V(X))) se reduce a una suma.

® Se puede mostrar que en el caso finito, el clasificador bayesiano 6ptimo es la
asignacion y que minimiza la “probabilidad de cometer un error”

nExy (L(Y.YX) =D > L{y.¥(x) Py # ¥(x)).

Yy xy(x)=y
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Clasificador bayesiano optimo

Ejemplo: Y ~ Ber(p)
Si Y toma solamente dos valores, 0y 1, entonces podemos escribir

Eypx L(Y.J(X)) = L(0.5(X)) B(Y = 0 | X = X) + L(1,§(X)) B(Y = 1| X = X).
Denotemos por \; = L(i,j) = L(y =i,y = j), para i,j € {0,1}.
Entonces si tomamos el caso binario y el costo de un falso positivo igual a un falso
negativo (costo simétrico):

doo = L(0,0) =0, Ay =L(1,1)=0, Iy =L(0,1) =1= X\ =L(1,0),

entonces tenemos los costos

siyx)=o0:  L(o,
siyx)=1:  L(o,
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Clasificador bayesiano optimo

y el error seria

siy(x)=0: elerroresP(Y=1|X=x),
siy(x)=1: elerrores P(Y =0 | X = x).

Asi, el clasificador bayesiano 6ptimo es

y(x):{o, SiIP(Y=0|X=x)>P(Y=1]|X=X) "

1, SiP(Y=1]X=x)>P(Y=0|X=X)

Obs! En este caso, y asigna x a la categoria mas probable segin P(Y | X = x).
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Clasificador bayesiano optimo

Podemos aln simplificar esto usando la regla de Bayes. Escribimos

3) = P(Y=0|X=xX)>P(Y=1|X=Xx)
PX=x|Y=0)P(Y=0)  PX=x|Y=1)P(Y=1)
— P(X = x) ” P(X = x)
— PX=x|Y=0)P(Y=0)>PX=x|Y=1)P(Y=1)
<~ fo(X)P(Y =0) > fi(x) P(Y =1);

donde la f;(x) representa la funcion de densidad o masa de probabilidad condicional

iX)=PX=x]|Y=1).
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Clasificador bayesiano optimo

En la ecuacion anterior
® fi(x) =P(X =x|Y =) representa la verosimilitud,
® P(Y = i) representa la distribucion o informacion a priori de la categoria Y = i,
* mientras que el cociente en la regla de Bayes

fi) P(Y = i)
P(X=x

~

representa la probabilidad a posteriori.

Entonces, el clasificador Bayesiano 6ptimo y asigna x a la categoria mas probable segiin
la probabilidad a posterior.
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Clasificador bayesiano optimo

(Prior Mean = 0.75; Prior Viariance = 0.0005)
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La distribucion posterior es una mezcla entre la previa y la verosimilitud.
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Clasificador bayesiano optimo

Ejemplo: (Caso general con costo o al clasificar correcto)

El error es
siy(x)=o0: el error es \oP(Y =1 | X = X),
si 9()() =1: el error es A\p;yP(Y =0 | X = X).

Asi, el clasificador bayesiano 6ptimo es

YOO=11, siMmoP(Y =1]X=X) > AaP(Y = 0 | X = X) 4

)

Usando la regla de Bayes, obtenemos

~ 0, SiAgifo(X)P(Y =0) > Mofi(X)P(Y =1
00 = S ATF R — 1) oY — o )
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Clasificador bayesiano optimo
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Clasificador bayesiano optimo

Ejemplo: (El caso general)

El error es
siy(x) =0:  elerrores A\ooP(Y = 0| X =X) + MoP(Y =1 X = Xx),
siy(x)=1: elerrores \yP(Y =0 | X =X) + AnP(Y = 1| X =X).

Asi, el clasificador bayesiano 6ptimo es

<o JO, Si (Ao —Ao)P(Y =0 | X =X) < (A1 — Ao)P(Y = 1| X =X);
y(")—{1 5i (A — Aio)P(Y = 1 X = X) < (hoo — Aon)P(Y = 0 | X = x)

)

Usando la regla de Bayes, obtenemos

(X) = {0> Si (Moo — Ao1)fo(X) P(Y = 0) < (M1 — Ao)fa(X) P(Y = 1); (6)

y 1, Si (A — Mo)i(X) P(Y = 1) < (Moo — Ao1)fo(X)P(Y = 0)
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Clasificador bayesiano optimo

P(x|w) 2 (4, —4y,) P(w,) -9
P(x|@,) " (Ay—4,) P(@) *

p(x|wi) If misclassifying @, as @, becomes more expensive
P(xlwz) than otherwise, i.e. 4, >4,,, then the threshold increases

[
7}

S

X
R, R, R, R,
Regla de decision para el clasificador Bayesiano 6ptimo.
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Ejemplos

plxbeng}
0.4

Fronteras de decision del clasificador bayesiano optimo, para el caso de dos normales

fi(%).
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