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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Introduccién y motivacién

En esta seccién, introducimos el concepto de ecuacion diferencial ordinaria, asi como la
terminologia béasica para trabajar ecuaciones diferenciales. Discutimos la importancia de
las ecuaciones diferenciales,y mostramos algunas aplicaciones en la ciencias y la ingenieria.

1.1.1. Definiciones y terminologia

Una ecuacion diferencial (en ocasiones abreviado como ED) es una ecuacién que con-
tiene derivadas de una o mas variables dependientes respecto de una o méas variables
independientes.

Ejemplo 1.1.1.

d
& + 5y = cos .
dx

En este caso y denota la variable dependiente, mientras que z denota la variable inde-
pendiente.

Ejemplo 1.1.2.
d2_x — (d_x)3 —2r=¢""'
dt? dt '
Aqui x denota la variable dependiente, mientras que ¢ denota la variable independiente.

Ejemplo 1.1.3. En ocasiones, en una ecuacién diferencial no aparecen derivadas. Sin
embargo, en la expresion aparecen diferenciales:

(x +y)dr — 4y dy = 0.

A este tipo de ecuaciones también se les llama ecuaciones diferenciales. Recuerde de sus
cursos de calculo que las derivadas y los diferenciales estan intimamente ligados.

Aqui no estd claro cudl es la variable independiente y cudl la dependiente. Observe que

dy _ zty
dx 4y
diente, mientras que y es la variable dependiente.

podemos reescribir la ecuacién como . En ese caso, x seria la variable indepen-
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Por otro lado, también podemos reescribir la ecuacién como Z—z = ﬁ

la variable independiente, mientras que x es la variable dependiente. Este es un ejemplo

Ahora, y seria

de una ecuacién en donde tenemos libertad de escoger la variable independiente segun
convenga.

Ejemplo 1.1.4 (Varias variables dependientes). A veces podemos tener en una ecuacién
diferencial mas de una variable dependiente. Por ejemplo:

td—u—i—@—lo t
at T dr 8

Aqui u y v denotan variables dependientes de ¢t. Usualmente esto ocurre cuando tenemos
un sistema de ecuaciones diferenciales como el que sigue:

du dv __
¥E+£_by

du dv __
dt Zfdt = 0.

Ejemplo 1.1.5 (Varias variables independientes). También puede ocurrir que tengamos
mas de una variable independiente:

ou N ou ku(z,y)
r— — = ku(x,y).
ox yay Y
Note que v = u(z,y) denota una variable o funcién que depende de dos variables in-
dependientes x y y. Observe que en este caso las derivadas que aparecen son derivadas

parciales.

1.1.2. Notaciones

Recordemos de los cursos de calculo que las derivadas pueden escribirse de diversas formas.
Por ejemplo, si y = y(x) denota cierta funcién de x, podemos escribir sus derivadas como:

y'(z),y"(x),y"(x),... notacién de primas
dy d*y d®
d—i, d_xz’ d—;;, ... notacién de Leibniz
Dy, D*y, D3y, ...  notacién de operador

En algunas aplicaciones, es usual que la variable independiente sea t (tiempo). En ese
dy d*>y 03y

caso, podemos escribir las derivadas 2, 75, 54 - -

. COmo:

v, 9, Y,... notacién de punto.

Similarmente, las derivadas parciales admiten mas de una forma de escritura. Por ejemplo,
si u = u(z,y,z) denota cierta funcién de las variables z, y, z, podemos escribir sus
derivadas parciales como:

Ugs Ugsy Ugpas + - - notacién de subindices Uy, - - -
du u u . . 0%u
S 5T G - notacion de Leibniz Bydmr -

2, 93 -
Oyu, Ou, Ou, . .. notacién de operador 0,0z, . ..
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Una consequencia de esta diversidad es que las ecuaciones diferenciales pueden escribirse
de diferentes formas. Por ejemplo, la ecuacién

y' =2y +3y=0
2

puede escribirse también como &y % + 3y = 0 o como
dx? dx

D?*y — 2Dy + 3y = (D* — 2D + 3)y = 0.

1.1.3. Clasificacién de las ecuaciones diferenciales

Para facilitar el analisis de las propiedades de las ecuaciones diferenciales y los métodos
para su solucién, las EDs se clasifican de varias formas.

Clasificacion por tipo

» Ecuaciones diferenciales ordinarias (abreviado EDO): si en la expresién de la ecua-
cion sélo aparecen derivadas usuales, es decir, que dependen sélo de una variable
independiente.

» Ecuaciones diferenciales parciales (abreviado EDP): si en la expresién de la ecuacién
aparecen derivadas parciales.

Ejemplos 1.1.6. Los ejemplos 1.2.2 a 1.2.5 anteriores son ecuaciones diferenciales ordi-
narias. El ejemplo 1.1.5 corresponde a una ecuacion diferencial parcial. En las aplicaciones
a las ciencias, las ecuaciones diferenciales que aparecen con mas frecuencia son las ecua-
ciones diferenciales parciales. Algunos ejemplos de EDPs clésicos son':

Au = h(z,y,z)  (Ecuacién de Poisson)

& Au+ h(z,y, 2) = % (Ecuacion de calor)
9 d%u .
cAu+ h(z,y, 2) = Tl (Ecuacion de onda)
p(% +U- AU) =-Vp+V-T+ f (Ecuacién de Navier-Stokes)

2

D)
i) = %Aw + V(x)y  (Ecuacién de Schrodinger)

Asi, la ecuacion de Poisson describe el comportamiento de una particula cuyo movimiento
se rige por un potencial. Aparece con frecuencia en problemas de potencial eléctrostatico
o potencial gravitatorio. La ecuacién de calor aparece en problemas de termodindmica
y transferencia de calor. La ecuacién de onda se utiliza para describir el movimiento de
ondas, por ejemplo: sismos, vibraciones mecanicas, entre otros. La ecuacion de Navier-
Stokes describe en general el movimiento de cualquier fluido. Por ltimo, la ecuacién de
Schrodinger describe el movimiento de una particula cuéntica.

En este curso nos limitaremos a trabajar con ecuaciones diferenciales ordinarias.

'El operador A denota el laplaciano: para u(z,y, z), tenemos Au = gi’é + gin + %.



Clasificacién por orden

El orden de una ecuacion diferencial es el orden o grado de la mayor derivada que aparece
en la ecuacién.

Ejemplos 1.1.7.

d
d—y 4+ 5y =cosx  es una ecuacién de ler. orden
x

(x+y)dr —4ydy =0  es una ecuacién de ler. orden

2 —22'x +Vtr =1  es una ecuacién de 3er. orden

d? dr\3
* + ( x> —2r=¢et es una ecuacién de 2do. orden

arz " \dt
ot ot 0
a? (a—lﬁ + 8_1;‘0 = 8_7;56 es una ecuacion de 4to. orden

Up = Uggy + Ul es una ecuacién de 3er. orden

Observaciéon 1.1.8. Podemos hacer la analogia con una ecuacion polinomial a,z"+. ..+
a1x + ag = 0. El grado del polinomio a,x™ + ... 4+ a1z + ag es el mayor exponente que
aparece en la ecuacién (coeficiente no nulo). En una ecuacién diferencial, el orden es la
mayor derivada que aparece.

Observe en el cuarto ejemplo % + (Z—f)g — 2x = e~'. La mayor derivada que aparece es
una segunda derivada. El término (‘é—”t”)g es una primera derivada, con exponente 3. No
confunda el mayor exponente con el orden de la mayor derivada.

El orden de una ED radica nos indica cierto comportamiento de las soluciones de la ecua-
cion diferencial. Por ejemplo, en una ecuacién polinomial, el grado nos dice el ntimero
maximo de soluciones o zeros del polinomio. En una ecuacién diferencial, el orden nos
indica de alguna forma el ‘nimero esperado’ de soluciones?.

Una ecuacién diferencial ordinaria de orden n se representa en forma general por la
ecuacion

Fz,y,9, 9" y", .., y™) =0,
donde x denota la variable independiente, y denota la variable dependiente, y F' es una
funcién de z,y, v/, ..., y"™.

Clasificacién por linealidad

Decimos que una ecuacién diferencial ordinaria de orden n, F(z,y,v',y",y",...,y™) =0,
es lineal, si

2Para ciertas ecuaciones diferenciales, el conjunto de soluciones es un espacio vectorial. El orden indica
la dimensién de este espacio.
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» F es una funcién lineal en la variable dependiente y sus derivadas v, v”, vy, ..., y™,

= los coeficientes de esta combinacién lineal son funciones que dependen sélo de la
variable independiente x.

Asi, una EDO lineal de orden n se expresa usualmente en la forma

d™y d?y dy
an(@) 2+ as(@) g F an(@) o+ ao(r)y + g(w) = 0.

~—
Fzyy'y",..y™)

Una ecuacion que no es lineal, se dice que es no-lineal.

Ejemplos 1.1.9. Las siguientes son ecuaciones ordinarias lineales

d
d—y +5y =cosx  (los coeficientes son todos funciones de z)

(x+y)dr —4ydy =0  (los coeficientes son todos funciones de x)

"3t +Vtr =1  (los coeficientes son todos funciones de t)

Ejemplos 1.1.10. Las siguientes ecuaciones ordinarias son no-lineales:

dy dy o
(— — 2y) <— + 2) =0  (no es combinacion lineal)
dz dx?
yy" — 2y =x (el coeficiente de 3" no es funcién de z)
2
ey, 99> =0  (exponentes > 1 en y o sus derivadas)

dz2
y" —cos(t)y'+5,/y=0  /y es funcién no lineal de y

d*p d*p . .

— —2r +r—sing =re"”  seny es funcién no lineal de ¢

drt dr?
Para las ecuaciones diferenciales parciales, la idea de linealidad es analoga. Decimos que
una ecuacion diferencial parcial de orden n, F(z1,...,zmy, %, 8325;], e B 6"gx )=10

[ k3 21 tm

es lineal, si

= [’ es una funcion lineal en la variable dependiente y sus derivadas u, 8;‘ , 85 BT+ - 2
K J

= los coeficientes de esta combinacion lineal son funciones que dependen sélo de las
variables independiente 1, ..., x,,.

Asi, una EDP lineal de orden n se expresa usualmente en la forma

Za (7) Ou + +Zm:b~(a?)ﬂ+zm:c( )8 +d(Z)u + g(¥) =0,
I 8i1$1"'8i7"17m “ 3@8% 7 ‘ 8ZE2 g\

[I|=n ij=1 i=

J

vV
" . ou _9%u 0"y
Lyeees m’axi’amiar]-""’8zi1~~-8mim

(
donde @ = (z1,...,2m), I = (i1, ,im) ¥V [ I| =01+ ... + i
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1.2. Solucién de una ecuacion diferencial

Considere una ecuacion diferencial ordinaria de orden n

F(z,y,y.y", ... .y™) =0, (1.2.1)

definida en cierto intervalo (a,b), esto es, todas las expresiones contenidas dentro de F'
son funciones bien definidas en el intervalo (a,b) (este intervalo corresponde a la variable
independiente ).

Definicién 1.2.1. Una solucidn de la ecuacién (1.2.1) es una funcién ¢ : (a,b) — R, tal
que:

» ¢ estd bien definida en (a,b)
» ¢ es n-veces diferenciable en (a,b)

= ¢ satisfaze la ecuacién (1.2.1), esto es, F'(z, ¢, ¢, ¢", ..., ¢™) = 0.

El intervalo (a,b) se llama intervalo de definicion (intervalo de solucion o dominio de
definicion) de .

Ejemplo 1.2.2. La funcién y(z) = %xg es una solucién de la ecuacién diferencial
dy
— —22°/y =0 1.2.2

en el intervalo (—oo, 00).

Solucién. La ecuacién (1.2.2) es una ecuacion de primer orden, sélo aparece la funcion y

y su primera derivada. Como y(x) = 152°, su derivada es y/(z) = 327. Luego, al sustituir
yyy en (1.2.2) obtenemos
dy
d__Qx Vi = ;x7_2$ 162°
= 0.

Ejemplo 1.2.3. La funcién y(x) = ze” 4 cos x es una solucién de la ecuacién diferencial
de segundo orden
y'—2y+y=—2sinx (1.2.3)

en el intervalo (—oo, 00).

Solucién. La ecuacion (1.2.3) es una ecuacion de segundo orden, aparece la funcién y, y
sus derivadas 3/, y”. Como y(z) = ze®” 4 cos z, su derivada es ¢/ (x) = ze® + e+ —sinx, y
la segunda derivada es y”(z) = xe®” + 2e* — cos z. Luego, al sustituir y, ¥’ y y” en (1.2.3)
resulta

v' =2y +y = (xe® + 2e" — cosz) — 2(xe” + € —sinz) + (xe” + cosx)
= (xe” —2xe” 4+ xe®) + (2" — 2€”) + (— cosx — 2sin(z) 4 cos(x))

= —2sinz.
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Usualmente, el conjunto de soluciones de una ecuacién diferencial es amplio, en el sentido
que el nimero de soluciones es infinito. Por ejemplo, sabemos que las tnicas funciones
que satisfacen la ecuacion diferencial

dy _

0 1.2.4
7 (1.2.4)

en (—o0,00) son las funciones constantes (todas las funciones constantes tienen derivada
nula, y cualquier funcién continua en R con derivada nula deve ser constante. En este caso,
decimos que el conjunto de funciones y(z) = ¢, ¢ € R, describe una familia 1-paramétrica
de soluciones de la ecuacién (1.2.4), pues aparece una unica constante o parametro que
puede ser variado.

En general, decimos que una familia de curvas f(z,y) es una familia n-paramétrica de
soluciones de la ecuacién (1.2.1) si en la expresién f(x,y) aparecen n constantes (pardme-
tros) que pueden modificarse. En el caso en que todas las soluciones de (1.2.1) estan dentro
de la familia n-paramétrica, llamamos a esa familia la solucion general de la ecuacién.
Cuando damos valores especificos a esos pardametros, obtenemos una solucion particular.
Por ejemplo, las funciones y(x) = 5, y(x) = —1 y y(z) = 0 son soluciones particulares de
la ecuacion (1.2.4). En ocasiones es posible encontrar, aparte de la familia n-paramétrica,
otras funciones que son soluciones. Cada una de tales soluciones es llamada una solucion
singular de (1.2.1).

Ejemplo 1.2.4. Compruebe que la familia x(t) = ¢; cos4t + ¢ sin 4t define una familia
2-paramétrica de soluciones de la ecuacion

2"+ 16x = 0.

Solucién. Derivando x(t) dos veces, tenemos a'(t) = —4c¢; sindt + 4egcosdt y (t) =
—16¢; cos 4t — 16¢5 sin 4t. Luego,

2"+ 16z = (—16¢; cosdt — 16¢y sin4t) + 16(c; cos 4t + ¢y sindt) = 0.

2

= sin 4t es una solucién particular, que corresponde a los

En este caso, x,(t) = 3cos 4t —

9 - -2
parametros ¢; =3y ¢ = £.

Ejemplo 1.2.5. La ecuacién diferencial ' = z,/y tiene por soluciones la familia 1-
paramétrica y(z) = (322 + 0)2, ¢ € R (Verifique!). Observe que y(x) = 0 es también una
solucion de la ecuacion diferencial, que no esta en la familia 1-paramétrica. De ahi que
y(x) = 0 es una solucién singular.

Resolver la ecuacion diferencial (1.2.1) consiste en encontrar todas sus soluciones (solucién
general), es decir, hallar el conjunto de todas las funciones y = (z) que satifacen la
ecuacién (1.2.1). Otro tipo de problema que aparece con frecuencia es el determinar si
por un punto dado (xg,yp) (dentro del dominio de definicién de la ecuacién (1.2.1)), es
posible encontrar una solucion que pasa por ese punto. Es decir, determinar si existe una
solucién particular y(x) de (1.2.1) tal que satisface

{F(x,y,y’,y”, y) =0, (1.2.5)
y(zo) = Yo.

13



Este tipo de problema se conoce como problema de valores iniciales. A la relacién y(xqg) =
xo se le llama condicion inicial del problema.

Resolver una ecuacién diferencial conduce eventualmente a integrar funciones (vea el
ejemplo 1.2.6). Por esta razén, a veces decimos ‘integrar una ecuacion diferencial’. A la
solucion de una ecuacién diferencial también se le llama una curva integral o una integral
de la ecuacion.

1.2.1. Funciones vs. soluciones

Hay una diferencia fundamental entre lo que conocemos como funcién, y una soluciéon de
una EDO. En la definicién 1.2.1, indicamos que una solucién ¢(x) de la ecuacién (1.2.1) es
una funcién definida en un cierto intervalo (a, b), y que es n veces diferenciable (segun el
orden de la ecuacién). Como en una ecuacién diferencial al menos aparece una derivada,
esto es n > 1, entonces cualquier solucién ¢(x) debe ser diferenciable, en particular
continua en (a, b):

¢(x) soluciébn = p(z) diferenciable = ©(z) continua.

Asi, una funcién que presenta alguna discontinuidad en (a,b) no puede ser solucién de
(1.2.1).

Por ejemplo, la ecuacién diferencial zy’+y = 0 admite como solucién la funcién ¢ (z) =
en el intervalo (0, 00), pero no en el intervalo (—1,1), pues L no es continua en z = 0. E

ese caso, el intervalo de definicién de la solucién ¢y es (0, of))

Observe que (—00,0) es otro intervalo donde la funcién % estd definida. Entonces, la
ecuaciéon zy’ +y = 0, posee otra solucién ¢s(z) = L en el intervalo (—o0,0). Aunque
la funcién que define p; y @9 es la misma, éstas se consideran soluciones distintas de

la ecuacion diferencial (figura 1.1). La solucién general de xzy’ +y = 0 es la familia

I-paramétrica y(r) = <.

1
T
n

A

y=1/z ]\ e@ L

\]
\]
\J

(a) (b) (c)

Figura 1.1: Funciones vs. soluciones. (a) La funcion y(x) = 1/x definida en R — {0}.
(b),(c) Dos soluciones distintas de la ecuacion diferencial xy' +y = 0.

En ocasiones también es necesario extender el concepto de solucion. Consideraremos tam-
bién soluciones que, aunque no son funciones, definen una curva en el plano que satisfaze
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la ecuacién diferencial. Por ejemplo, la curva 22 +y? = 2 define una solucién de la ecuacién
diferencial x dxr + ydy = 0 (Verifique!). Observe que la curva define una circunferencia
con centro en el origen, y por lo tanto no es funciéon. A este tipo de soluciones se les
llama soluciones implicitas o curvas solucion. En contraste, a las soluciones que si son
funciones, se les llama en ocasiones soluciones explicitas (vea figura 1.2).

A A A

(a) (b) (c)

Figura 1.2: Soluciones implicitas vs. soluciones explicitas. (a) La curva 2% +y* = 4
define una solucion explicita de la ecuacion diferencial xdx + ydy = 0. (b),(c) Dos
soluciones explicitas correspondientes.

1.2.2. Existencia y unicidad de soluciones

No todas las ecuaciones diferenciales tienen solucion. Por ejemplo, la ecuacion diferencial

dy\ 2

<dx> t4=0. (1.2.6)
no posee solucién en los nimeros reales (ninguna suma de cuadrados positivos puede ser
zero). Sin embargo, en los niumeros complejos C la ecuacién (1.2.6) tiene como solucién
la familia de funciones y(x) = +2ix + ¢, ¢ € C.

Un ejemplo similar es la ecuacién de segundo orden (y')* + 5y* + 1 = 0. No posee solu-
ciones reales.

Ya discutimos en la seccién anterior que la ecuacién zy’ + y = 0 no posee solucién en el
intervalo (—1,1), o en cualquier intervalo abierto que contenga al 0, pues las soluciones
y(z) = £ no estan definidas en x = 0.

Un caso similar ocurre con el problema de valores iniciales (z — 1)% = 1, y(3) = 2: no
posee solucion. Observe que la solucién general de la ecuacién (x — l)g—g = 1 esta dada
por la familia de funciones y(x) = clog(z — 1). Luego, las soluciones estan definidas uni-
camente en el intervalo (1,00). Por lo tanto, la condicién inicial y(3) = 2 no hace sentido

(z = £ estd fuera del dominio de solucién).
De inmediato surge la pregunta natural: ; qué condiciones son necesarias y suficientes para

garantizar que la ecuacién diferencial (1.2.1) posee solucién?, o por ejemplo, jqué condi-
ciones son necesarias y suficientes para garantizar que por el punto (z,yo) pasa alguna
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solucién de (1.2.1)? Mas todavia, en el caso en que exista tal solucién a ese problema de
valor inicial, jpodemos asegurar que tal solucién es uinica? ;Hay més de una?

Este problema de asegurar la existencia y la unicidad de soluciones serd estudiado a lo
largo del curso.

1.2.3. Ecuaciones diferenciales como modelos

Debido a que una derivada mide la tasa de cambio (instanténea) de una variable respecto
a otra, las ecuaciones diferenciales se adaptan bien para estudiar problemas donde apa-
recen variables cambiando. Por ejemplo, se adecuan perfectamente a la hora de estudiar
la dindmica de un sistema o un proceso. En las ciencias y la ingenieria, ocurren muchos
procesos que cambian con respecto del tiempo, o con repecto de alguna variable. Las
ecuaciones diferenciales proporcionan una herramienta ttil para modelar y analizar este
tipo de comportamiento.

Ya mencionamos antes algunas aplicaciones de las EDs. Por ejemplo para estudiar movi-
miento de cuerpos, dinamica de fluidos, vibraciones o tranferencia de calor. Las ecuaciones
diferenciales pueden usarse también en las ciencias bioldgicas o ambientales, por ejemplo
para modelar la dindmica poblacional; en economia y finanzas, para estudiar la evolucion
de un mercado o la dindmica de los precios; incluso en ciencias sociales es posible mode-
lar la dinamica de un sistema social por medio de ecuaciones diferenciales. Mas adelante
estudiaremos algunos de estas aplicaciones. Veamos ahora un ejemplo sencillo:

Ejemplo 1.2.6 (Movimiento de caida libre). De sus cursos de fisica, recordemos el mo-
vimiento de un cuerpo de masa constante m estd descrito por la segunda ley de Newton:

F = ma. (1.2.7)

Suponga que un objeto de masa constante m > 0 se deja caer desde una posicion inicial
o (altura), a una velocidad inicial de vy. Suponga que la tinica fuerza que actia sobre el
objeto es su propio peso, ignorando la resistencia del aire. La posicién vertical del objeto
en un instante ¢ se describe por la variable y(t).
Como y(t) describe la posicién, sabemos que y(t) describe la velocidad (vertical) del
objeto en el instante ¢, mientras que §(¢) indica la aceleracién vertical instantanea. Esta
aceleracion instantanea a = ¢ es la que aparece en la ecuacion de la 2a. ley de Newton.
Asi, (1.2.7) es una ecuacién diferencial.
Haciendo un diagrama de cuerpo libre para el objeto. Tenemos que la fuerza total actual
es sélo su peso, es decir I’ = —mg, donde g = 9,8%. Igualando con (1.2.7), tenemos la
ecuacién diferencial

—mg = ma = myj, o equivalentemente, y = —g.

Para resolver esta ecuacién, integramos dos veces respecto de t. Asi,

y(t) :/ dt/ —gdt = —gt + ¢4,

yy(t) = / (t)dt = /( gt +cp)dt = gt2+clt+02.
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De las condiciones iniciales 3(0)

et a0 = y(0) = yo vy c2 = y(0)
del objeto es

Yo v 9(0) = v, obtenesmos valores para las constantes
= yp. Portanto, la ecuacion que describe la caida libre

y(t) = —3gt> + vot + yo,

que es la formula que usted aprende en los cursos de fisica.
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Capitulo 2

Ecuaciones de primer orden

Antes de comenzar a resolver ecuaciones diferenciales, abordamos un enfoque cualitativo,
es decir, trataremos de obtener la mayor cantidad de informaciéon sobre las soluciones de
una ecuaciéon diferencial, sin calcularlar explicitamente.

2.1. Existencia y unicidad de soluciones

En la seccién anterior mencionamos el problema de saber si una ecuacion diferencial
admite solucién. Mas concretamente, dada una ecuacién de primer orden F'(z,y,y") = 0,
queremos determinar condiciones para garantizar que el problema de valores iniciales

F(x,y,y') =0,
{ o) = 70 (2.1.1)

posee solucién; y en caso exista, queremos determinar condiciones que garanticen que tal
solucion es tunica.

Ejemplo 2.1.1. Ya mencionameos que las tinicas soluciones de la ecuacion diferencial de
primer orden ¢’ = 0 es la familia 1-paramétrica de funciones constantes y(x) = ¢, ¢ € R.

PE— Al graficar las soluciones, observamos que éstas definen

i rectas horizontales que no se cortan unas con otras.

Podemos pensar que las soluciones forman ‘lineas de flujo’.

—— 1 Observe que para cualquier punto (zg,y) del plano, siem-

pre podemos encontrar una solucién y(x) = ¢ que pasa por

Hs

ese punto: la funcién y(x) = yo. De hecho, esta es la tnica

solucién de ¢y = 0 pasando por el punto (zg, yo) (verifique!).

Soluciones de y' = 0.

Ejemplo 2.1.2. En la seccién 1.4 vimos que la ecuacién diferencial y' — x,/y = 0 tiene

por soluciones la familia 1-paramétrica y(z) = (;11952 + 6)2, c>0.

0 2<0 1
Compruebe el lector que las funciones y(z) = { Lo Z>0 y y(x) = { 1_%‘”4 xig también
) - s xT

son soluciones de y' — z,/y = 0 (ambas son continuas y diferenciables en x :_0).
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Vimos también que la funcién constante y(z) = 0 es una
Xi/ solucién. En este caso las soluciones y(z) = s=2* y y(z) = 0
satisfacen la condicién inicial y(0) = 0. En otras palabras,
ambas soluciones pasan por el punto (0,0) del plano. Ob-
serve en la grafica que ambas soluciones se cortan en el

/
N

origen, en contraste con el flujo lineal del ejemplo anterior.

-1 P Por otro lado, para un punto P abajo del eje x no existe

ninguna solucién de la ecuacién pasando por P (;por qué?).

Soluciones de yf — w/j = 0. En cambio, para puntos arriba del eje x si existe solucion
(y es tnica).

Ejemplo 2.1.3. La ecuacién diferencial xfil—z = 2y tiene por solucién la familia 1-paramétri-
ca de pardbolas y(x) = cz?, c € R.

A Aqui, todas las soluciones se cortan en el punto (0,0). Es
natural preguntar si para otros puntos (z,y) diferentes del
1} 1 origen, por ejemplo el punto (1, 1); no existe solucién, existe
una, o hay més de una solucion pasando por ese punto. La

\J

N 7 N respuesta es que si hay solucién, mas no es tinica. De hecho,
existe una infinidad de soluciones pasando por cada punto
(x,y). iPuede construir algunas?

Observe que las funciones definidas por regiones

2
vy = {5y ) = {1

> /I 1. ’ . .
Soluciones de vy = 2y. definen familias 1-paramétricas de soluciones.

ar? <0

Como ejercicio para el lector, queda comprobar que y(x) = { define una

cox?, >0
familia 2-paramétricas de soluciones.

Los ejemplos anteriores son diferentes, en el sentido que el comportamiento de las solu-
ciones del ejemplo 2.1.1 es un ‘flujo laminar’ (las soluciones no se cruzan), mientras que
en los ejemplos 2.1.2 y 2.1.3 existen puntos donde las soluciones se intersecan, y existen
regiones donde hay un comportamiento ‘laminar’.

2.2. El teorema fundamental de las EDO

Representamos una ecuacién diferencial de primer orden en forma general por F'(x,y,y') =

0. En ocasiones es posible despejar el término % =1/ de tal ecuacién, en ese caso, repre-
sentamos la ecuacién diferencial en su forma normal:
dy
—= = f(x,y). 2.2.1
W — faw) (221)

Nos gustaria encontrar un resultado que indique de alguna forma si, dada una ecuacién
diferencial de primer orden F'(z,y,y") = 0 y una condicién inicial (xg, 3o), podemos hallar
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una soluciéon de problema de valores iniciales (4.1.3), y cudndo esa solucién es tnica.
Justamente ese es el contenido del siguiente

Theorema 2.2.1 (Teorema de existencia y unicidad (Teorema de Picard), para ecua-
ciones de ler. orden). Sea R = (a,b) x (¢,d) C R una region rectangular en el plano,
que contiene al punto (zo,yo) € R% i f(z,y) v %(w,y) son continuas en la region R,
entonces existe un intervalo Iy = (xg — h,zo + h) contenido en (a,b) tal que y existe
una unica funcion o(x) : Iy — R que satisface el problema de valores iniciales

Z—i = f(z,y), y(xo) = yo.

En esencia, el teorema de Picard asegura lo siguiente: Tome una ecuacién de primer
orden en su forma normal Z—Z = f(z,y). En los puntos (zy,yy) donde ambas funciones
f(z,y) v g—i(x,y) son continuas, en esos puntos estd garantizada la existencia de una
tunica solucion local de (2.2.1) que pasa por ese punto. Explicamos esto con mas detalle.
Si (20, ¥yo) es un punto donde se satisfacen las condiciones del Teorema de Picard, pode-
mos asegurar la existencia de un cierta regién rectangular Iy x Jy conteniendo el punto
(x0,Y0) y contenida en la regién rectangular R, tal que dentro de esa regiéon menor, existe
una solucién de la ecuacién (2.2.1) pasando por (zg,yo), y tal solucién es la tnica que
pasa por ese punto (dentro del resto de soluciones en la regién Iy x Jy. El término local,
se refiere justamente a que la regién Iy X Jy es una regién cercana al punto (o, yo).

Cuando decimos que el Teorema de Picard garantiza la existencia de soluciones tnicas,
nos referimos a unicidad en sentido local, es decir, dentro de esa pequena region cercana
a (g, yo) s6lo hay una solucién que pasa por (zg,yo). Al intervalo I se le llama intervalo
de unicidad de la solucién ¢. Puede ocurrir que lejos el punto (fuera de la regién Iy x Jp),
podamos encontrar mas de una solucién que pase también por (zg, o). En otras pala-
bras, fuera del intervalo de unicidad I, podemos encontrar mas soluciones que satisfacen

y(ﬂfo) = Yo-

) /// NNy, t

(Zg, Yo
1 4 I()><J() 1 4 I()><J()
/
0,40, IOXJO o)
2 2 / -2 > 1 2
1/ 1 1

1777777/ /
Io

\]

(a) (b) (c)

Figura 2.1: Teorema de existencia y unicidad. (a) El teorema de Picard garantiza una
region Iy x Jo en donde existe una tunica solucion pasando por (xg,yo). (b) Detalle de la region
o intervalo de unicidad. Observe que dentro de la region Iy X Jy las soluciones se comportan
como un flujo laminar. (¢) Fuera de la recion de unicidad, por el punto (xo,yo) puede haber

mds de una solucion.

Debido a la importancia de este resultado, al Teorema de Picard se le conoce también
como el Teorema Fundamental de las EDO. Revisemos de nuevo los ejemplos anteriores.
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Ejemplos 2.2.2 (Ejemplo 2.1.1). Tenemos la ecuacién en forma normal

dy _

0. 2.2.2
I (2.2.2)

En este caso la funcién f(x,y) = 0 y su derivada parcial es g—i(x,y) = 0. Ambas f y
g—g son continuas en todos los puntos del plano R%. Luego, el Teorema de existencia y

unicidad asegura que por cada punto del plano, pasa una solucion, y sélo una.

En el ejemplo 2.1.2 la ecuacion escrita en forma normal es

dy
En este caso la funcién f(z,y) = x,/y y su derivada parcial es 3—5(55, y) = ﬁg Observe

que la ecuacién diferencial estd definida unicamente para puntos (z,y), con y > 0 (para
que la raiz no se indefina). Ambas fy g—g son continuas en la regiéon R = R x (0, 00) (;por
qué?). Para todo punto de la regién R, el Teorema de Picard garantiza la existencia de
una tnica solucién.

Observe que para los puntos que quedan fuera de la regiéon acontece lo siguiente:

» Para los puntos de la forma (z,0), es decir los que estéan sobre el eje x, podemos
encontrar mas de una solucién que pasa por esos puntos. De hecho, la funcion
<0

. 0 1 4
constante y(z) = 0 y las funciones y(x) = {1_169047 w0 Y(@) = { 1%?6 i;g, son

soluciones pasando por esos puntos.

» En los puntos (z,y), con y < 0 no hay solucién que pase por tales puntos. De hecho,
en estos valores la ecuacién diferencial (7?) estd indefinida.

Por 1ltimo, en el ejemplo 2.1.3 tenemos la ecuacion en forma normal

dy 2y
= (2.2.4)
En este caso la funcién es f(z,y) = Q;y y su derivada parcial es g—i(as, y) = % Ambas f
y g—; estdn definidas y son continuas en todo los puntos (z,y) del plano tales que = # 0.
Asi, tenemos dos regiones Ry = (—00,0) x Ry Ry = (0,00) X R donde vale el teorema
de Picar. De ahi que el Teorema de existencia y unicidad asegura que por cada punto de
las regiones Ry o Ry pasa una unica solucion.

Para los puntos fuera de Ry U Ry, es decir el eje y ocurre:

» Para el origen (0,0), tenemos infinitas soluciones. De hecho, ya mencionamos que
todas las soluciones e (2.2.4) pasan por el origen.

» En los puntos de la forma (0,y), con y # 0 no pasa ninguna solucién. Recorde-
mos que la solucién general de (2.2.4) es la familia 2-paramétrica de segmentos de
parabola

il <0
y(fv)z{l

cox?, >0
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Note que todas las funciones de esta familia satisfacen y(0) = 0, es decir, pasan
por el origen. Por lo tanto no pueden pasar por otro punto del eje vertical (0,y), si

y# 0.

Observacién 2.2.3. En los puntos (o, yp) donde no se cumples las hip6tesis del Teorema
de existencia y Unicidad, pueden ocurrir varias cosas:

» puede que no exista solucién pasando por (xo, yo),
» puede que exista mas de una solucién pasando por (zg, o),
» puede que exista una unica solucién pasando por (xg, yo).

Asi, los puntos en donde no vale el Teorema de Picard deben estudiarse caso por caso.
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Capitulo 3

Solucion de ecuaciones de ler. orden

En esta seccién, comenzaremos un enfoque algebraico/analitico de las ecuaciones diferen-
ciales. Nuestro interés es resolver explicitamente una ecuacién diferencial, es decir, hallar
expresiones concretas de las soluciones.

Resolver analiticamente las ecuaciones diferenciales no siempre es posible, pero en el caso
de las ecuaciones de primer orden, existen métodos para resolver ciertos tipos de ecua-
ciones que presentan determinadas caracteristicas o propiedades. Estudiaremos algunos
de los mas habituales. Los objetivos de esta seccion son:

= Distinguir de cudl tipo es una ecuacién diferencial de primer orden.

= Aplicar métodos de resolucién correspondiente.

3.1. Ecuaciones separables

Una ecuacion diferencial de ler. orden en forma normal es separable si puede escribirse
en la forma

dy
7 = (@y) = p(@)q(y). (3.1.1)
Es decir, si la funcién f(x,y) se puede expresar como el producto de una funcién de x

por una funcién de y.
Equivalentemente, una ecuacién es separable si en su forma diferencial

M(z,y)dz + N(z,y)dy =0

ambas funciones M y N pueden descomponerse como producto de una funcién de z por
una funcién de y, es decir, si puede escribirse en la forma:

f(x)g(y) d + h(z)k(y) dy = 0. (3.1.2)

El método para resolver la ecuacién separable (3.1.1) se conoce como separacion de va-
riables. Consiste en separar cada una de las variables (dependiente e independiente) en
lados distintos de la ecuacién, y separar la derivada Z—z en dos diferenciales dz y dy:

—— =p(x)dz. (3.1.3)



Luego, integramos ambas partes de la igualdad (3.1.3)

/% _ /p(x) da. (3.1.4)

Observe que ambas integrales en la ecuacion anterior son indefinidas. Obtenemos asi una
familia de soluciones Q(y) + ¢; = P(x) 4 c2. Podemos juntar las constantes ¢; y ¢3 es una
unica constante ¢ = ¢y — ¢1, y expresar la solucion como una familia 1-paramétrica de
soluciones

Qly) = P(z) +¢, ceR. (3.1.5)

Ejemplo 3.1.1. Considere la ecuacion diferencial

y = —6xy.
Sabemos que el teorema de existencia y unicidad vale en todo R?, y debemos esperar una
unica solucién en cada punto (x,y) del plano. Haciendo un anélisis de signos, tenemos
soluciones decrecientes en el primero y tercer cuadrante, y crecientes en el segundo y
cuarto cuadrante. En los puntos donde x = 0 (eje y) podemos esperar que las soluciones
presenten méaximos o minimos. Las soluciones tienen puntos de inflexién en z = :t\/m.

La funcién f(xy) = —6xy es producto de dos funciones p(x) = —6z, ¢(y) = y (o equiva-
mentemente p(z) = x, q(y) = —6y), y por lo tanto es separable. Resolvemos la ecuacién

usando el método de separacién de variables. Separamos: las y del lado izquierdo, las x

del lado derecho p
Y _ —6x dx.
Yy

Integrando ambos lados de la ecuacion,

d
/—y:/—Gxda:
Y

obtenemos log |y| = —32? + ¢. Una préctica usual es que podemos quitar el logaritmo de
la expresién obtenido aplicando la funciéon exponencial en ambos lados. Asi, obtenemos

lyl = ellog|y|) = e+ = efe
= A A=

y — C€73x2’ C = :i:A

—3z2

La solucién general estd dada por la familia 1-paramétrica |y(x) = ce , ceR|

Ejemplo 3.1.2. Resuelva el problema de valor inicial
Yy =—6xy, y(l)="T. (3.1.6)
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Solucién. Del ejemplo anterior, sabemos que la solucién general de la ecuaciéon iy’ = —6xy

estd dada por la familia
32

y(x) =ce >, ceR.
Queremos ahora hallar la constante ¢ adecuada, de modo que la solucién pase por el
punto (1,7), esto es, y(1) = 7. Para eso, evaluamos la solucién y(x) = ce 3 en x =1,

y=T:
T=y(1)=ce D =ce® = ¢=7é
Asi, la constante requerida es ¢ = 7e?, y la solucién que pasa por el punto (1,7) es

y(z) = (7¢¥)e™ = 763737,

Una forma alterna de resolver un problema de valor inicial es utilizando integrales defi-
nidas en la ecuacién (3.1.4). Para eso, escribimos todas las funciones en términos de una
variable ‘muda’ ¢, y valuamos las funciones con los extremos en el intervalo requerido. En

este caso, en lugar de integrar
d
/ 9 _ / —6z dx
Y

hacemos
Ydt *
— = / —6t dt
7 1 1
t=y t=x
(logt) = -3t

t=7 t=1

logy —log7 = —32%+3,

por lo que logy = (log 7)(3 — 3z2). Quitando logaritmos, obtenemos y(z) = 7e3~3

es la misma solucion obtenida por el método anterior.
No siempre la soluciéon de una ecuacion separable puede expresarse como una familia
de funciones y = P(x) (soluciones explicitas). Es usual que la solucién consista de una
familia de curvas F'(x,y,c) = 0 (soluciones implicitas).

, que

Ejemplo 3.1.3. La ecuaciéon
dy 4-—2x

dx 3y? —5

es separable. La ecuacién tiene puntos criticos en (2, \/é) y (2, —\/é) El teorema de
existencia y unicidad vale en todo punto del plano, excepto en los puntos criticos.

Usamos el método de separacién de variables. Tenemos

(3y* —5)dy = (4 — 2x) dx.

/(3y2—5)dy:/(4—2x)d:c

obtenemos la familia 1-paramétrica de curvas [y> — by = 4o —2? + ¢, c € R|.

Integrando de ambos lados
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Ejemplo 3.1.4. Resolver el problema de valores iniciales (1+¢”)y dy — e dz = 0, y(0) =
1.
La ecuacién diferencial

(1+e")ydy —e®dx =0 (3.1.7)

es separable. El teorema de existencia y unicidad vale en todo el plano. Aplicando sepa-

racion de variables, escribimos

el’

d
14+ e® v

ydy =

e integrando ambos lados

ex
dy = d
Joar = [

d
W= /—u:loguzlog(l—l—e’”), u=1+c¢e".
u

Asi, la familia de soluciones estd dada por %yg = log(1l + €%) 4+ ¢, ¢ € R| Para hallar la

constante, evaluamos y(0) = 1. Luego, (1)> =log(1+¢%) +¢ = =log2+c = c=

2
% — log 2 y la solucién que resuelve el problema es %yZ =log(1+e*) —log2 + %

Pérdida de soluciones

En ocasiones, el hecho de separar la derivada g—g en dos diferenciales hace que algunas de
las soluciones de la ecuacién separable (3.1.1) no aparezcan en la familia 1-paramétrica
de soluciones. Esto se debe a que al hacer la separacion de variables

Ay

aly) PO

1

el término O] indefine el lado izquierdo de la ecuacién cuando ¢(y) = 0. Asi, si g(y) =0

es una solucién de la ecuacién diferencial (3.1.1), la anadimos a la familia 1-paramétrica
para obtener la solucién general (a menos que ya esté incluida en dicha familia).

Si la ecuacion diferencial presenta la forma (3.1.2), dividimos la ecuacién por g(y)h(x),

obteniendo:
fla) o, )

h(x) 9(y)

y por tanto, al separar las variables, la ecuacién queda de la forma

k(y) / f(z)
——dy =— [ —=dux.
/ 9(y) h(z)
obteniendo la solucién implicita Q(y) = P(x) + c¢. En este caso, la solucién obtenida no

estd definida para los valores de x tales que h(z) = 0. Si g(y) = 0 es solucién de la
ecuacion diferencial, la anadimos a la familia 1-paramétrica de soluciones.

=0
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Ejemplo 3.1.5. La ecuacién diferencial
dy
dx

es separable. El teorema de existencia y unicidad vale en todo el plano. Aplicando el
método de separacion de variables, escribimos

dy
y2 _

= (y* —T)cosx (3.1.8)

= cosxdx

(observe que las soluciones constantes y = 41/7 indefinen el lado izquierdo). Integrando

ambos lados
d
) g - = /cosa:da:

/207 1/27
/<y—\/7 y+\/_)d = /cos:cda:

ﬁlog(y—ﬁ)—#log(y%—\/_) = sinz+¢

1 lg<y_\/7>

—=lo = sinx +c.

7 y+ VT
De ahi que Zlﬁ = ce?VTsine y por lo tanto, obtenemos la familia 1-paramétrica de
soluciones | y(x) = ”Cjiﬁini, € R| Observe que

= La solucién constante y(x) = v/7 ya estd incluida en la familia (se obtiene cuando
c=0).

= La solucién y(z) = —/7 no es parte de la familia (se obtendrfa haciendo ¢ = o).
Por lo tanto debemos anadirla.

Recuerde de sus cursos de célculo que existen funciones cuya integral no puede expresarse
en términos de funciones elementales. En este caso, la expresion para las soluciones queda
en forma integral.

Ejemplo 3.1.6. Resolver el problema de valores iniciales zy’ = sinz, y(5) = 8. La
ecuacion diferencial

Y
T—— =sinx

dx
es separable. Separando las variables e integrando, tenemos

/dy:/smxdm
T

Ahora, la integral [ Sl% dx no puede expresarse en funciones elementales, por lo que debe

sinx
quedar en forma integral. Asi la solucion general de la ecuacion es |y(z) = / dr + c|.
x
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Para resolver la condicién inicial y(5) = 8, se debe efectuar la integracion definida:

Y T t
/dt - /ﬂdt
8 5 t
X ‘t
y—8 = /&dt
5 t

y la solucién estd dada por y(z) = 8 + f; % dt.

; 4 9
(Por qué se puede separar 3’7

Recordemos que el término Z—g denota la derivada de y respecto de z, y por lo tanto no
es una fraccion. Cabe preguntar entonces, ;por qué en el método de separacion de varia-
bles, la derivada Z—Z puede quebrarse como dy y dxr como si se tratase de una division?
La respuesta de esto radica en el teorema fundamental del calculo, y en el teorema de
cambio de variable.

Considere una ecuacién separable Z—Z = p(x)q(y), definida en algin intervalo (a, b). Usando
el método de separacién de variables, podemos reescribirla como en (3.1.4)

/%:/p(x)dac.

Suponga que ¢ : (a,b) — R es una solucién para dicha ecuacién diferencial que pasa por
el punto (zo, yo). Entonce ¢ satisface

/m m Q' (t) dt = /mp(t) dt.

Usando el cambio de variables s = ¢(t), yo = ¢(z0), tenemos que ds = ¢'(t) dt. Por el
teorema de mudanza de variable, obtenemos

/ T1> * / q<sol<t>> p(t)di = / fp(t) dt.

que es la técnica mostrada en (3.1.4).
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3.2. Ecuaciones homogéneas

Recordemos que una funcién de dos variables f : U C R? — R es homogénea de grado m
en U, si para todo (z,y) € U y todo t > 0 tal que (tz,ty) € U se cumple

flz, ty) =t™ f(x,y). (3.2.1)

En esencia, una funcion f(x,y) es homogénea de grado m, si al multiplicar los argumentos
) Y Y
por una constante ¢, esta constante puede ‘salir de la funciéon’ con exponente m.

Ejemplos 3.2.1. Veamos que la funcién f(z,y) = 23y — 8y* + 2%y? es homogénea de
grado 4.

flte,ty) = (tx)’(ty) — 8(ty)* + (tx)*(ty)* = t'a’y — 8t'y* + t'2y” = t*(z’y — 8y" + 2%y?)
= t'f(z,y).

La funcién f(x,y) = /22 + y? es homogénea de grado %
fltz,ty) = ()2 + (ty)? = (@ +y?) = *PYa? + y? = 25 f (a,y).

La funcién f(x,y) = 2%y* — 3zy + log z no es homogénea.

fte,ty) = (tx)*(ty)? — 3(tx)(ty) + log(tx) = t*2y® — 3t’zy + log(tx)

(note que no se puede obtener un factor comun de la forma ™).

La funcién f(x,y) = £ — 7 es homogénea de grado 0.
= tf(z,y).

Proposicién 3.2.2. (i) El producto de dos funciones homogéneas de grados m y n es
una funcion homogénea de grado m + n.

(ii) El cociente de una funcién homogénea de grado m entre una funcion homogénea de
grado n, es una funcion homogénea de grado m — n.

Prueba. Sean f(z,y)y

gz
(i) (f - g)(tw, ty) = f(te. 1y

(i) £ (tx, ty) = Lz —

y) homogéneas de grados m y n, respectivamente. Entonces

;( gtw,ty) :ffmj)”(:v,y) t"g(x,y) =t""(f - 9)(z,9).
_ tm-—nJ\TY) __ m—ni
ng(x 7y) =1 g(z,y) =1 g(x,y).

Definicién 3.2.3. Una ecuacion diferencial de ler. orden en forma diferencial es ho-
mogénea si
M(z,y)dx + N(x,y)dy =0, (3.2.2)

con M(x,y) y N(z,y) funciones homogéneas del mismo grado.
Equivalentemente, una ecuacion es homogénea si en su forma normal

dy

e = f(z,y) (3.2.3)
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la funcién f(z,y) es homogénea de grado 0 (observe que de (3.2.2), tenemos que j—g =
M(z,y) M(zy)
N(z,y)’ N(z,y)

con — un cociente de funciones homogéneas del mismo grado).

Una ecuacién homogénea puede verse como una ecuacion diferencial donde la derivada

Z—g puede escribirse en funcién de la variable u = ¥ (y = ux), o en funcién de la variable
T

v =1 (z=wvy), pues de (3.2.3) tenemos

= flxy) = pi flz,ur) = 2°f(1,u) = f(1,u) = f(17 %)’ 0
d d
== flay) = L= fyy) =y f0,1) = fv.1) = f(2,1).

Debido a esto iltimo, el método para resolver la ecuacion homogénea (3.2.2) sugiere hacer
alguno de los cambios de variable y = ux 6 x = vy. La ventaja de efectuar esta mudanza
de variable es que las ecuaciones (3.2.2) y (3.2.3) se transforma siempre en una ecuacién
separable.

Por ejemplo haciendo el cambio de variable y = uz (u = %) en (3.2.3) obtenemos

d
% = f(l‘7y)
u—l—x;i—z = flz,ur) =2"f(1,u) = f(1,u)
xZ—Z = f(l,u) —u

esta ultima ecuacion es separable. Haciendo la separaciéon de variables, tenemos
du dx
f(Lu)—u  x

El lector puede comprobar que el otro cambio de variable x = vy también conduce a una
ecuacion separable (verifique!).

Ejemplo 3.2.4. Considere la ecuacién diferencial
(x +y)de — (z —y)dy = 0.

Esta ecuacién es homogénea, pues los coeficientes M (x,y) = x+y y N(z,y) = —z+y son
ambas funciones homogéneas de igual grado. Resolvemos la ecuacion usando la sustitucion
Yy = ux, dy = udr + xdu, luego:

(x +uz)dr — (r —ux)dy =
(x 4+ ux)dr — (x — ux)(udr + z du)
(z + vz — ux + u’zr) dv — 2(x — ur) du
(1 +u?)dr —2*(1 —u)du =

o o o o
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Esta tltima ecuacién es separable. Separando las variables x y u e integrando, tenemos
1—u dx
/ du = —
1+ u? x

/ 1 U dx
(g =
14+u2 142 x

arctanu — 1 log(1 +u?) = logz +¢C.

arctanu = loga(l+4 u?)/?+¢

Finalmente, reemplazamos la variable u por su valor £, de modo que la solucién general
arctan (%) =logxy/1+ J +c¢ ceR
x

Ejemplo 3.2.5. La ecuacién diferencial

S}

(2y/ry —y)de —xdy =0

es homogénea (ambos coeficientes son funciones homogéneas del mismo grado). Resolve-
mos la ecuacion usando la sustitucion y = uz, dy = udx + xdu, y obtenemos:

(2v/z(ux) —ux) dr — x(udr + zdu) =
(22/u — uz) dv — ux drv — 2* du
(22v/u — 2uzx) dv — 2% du

22(vu —u)dr — 2*du =

o o o o

Esta tltima ecuacién es separable. Separando las variables x y u e integrando, tenemos

/ du - _ dx
2(y/u —u) YT T
/;dt = d—x, t=+u

t—t?) x
1 dz
ot = =
/1—t) x’ Vu

.—log(l—t) = logx+¢

Quitando los logaritmos, obtenemos familia z(1—t) = ¢, luego, x(1—v/u) = z(1— /%) =

c. Asi, la solucion general es |z — /xy = ¢, ¢ € R|.

Ejemplo 3.2.6. La ecuacién
203y dw + (2* + y*) dy = 0
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es homogénea (ambos coeficientes son funciones homogéneas de grado 4). Resolvemos la
ecuaciéon usando la sustitucion x = vy, dr = ydv + vdy, y obtenemos:

2(vy)’y(ydv + vdy) + ((vy)* +y*)dy = 0
203° dv + (2v*y* + o'yt oyt dy =
2035 dv + y*(3v* + 1) dy =

Separando las variables y y v en esta ltima ecuacién e integrando, tenemos

/ 203 dy
P —
vt +1 Y
1 d

—at = - =gt
6t Y

1 _ o~
slogt +logy =¢

Quitando los logaritmos, obtenemos familia 4%t = ¢, luego, y®(3v* +1) = 35(3% +1) = .

Asi, la solucién general es |3z%y? +4° =¢, c € R|

Ejercicio 1. Resolver el problema de valores iniciales zy’ =y + xe¥/*, y(1) = 1.

Ejercicio 2. Resolver la ecuacién diferencial zy’ = 4y de dos formas: como ecuacién
separable y como ecuaciéon homogénera. Compare ambas soluciones.
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3.3. Ecuaciones exactas

Dada una familia de curvas F'(z,y) = ¢, ¢ € R se puede generar una ecuacién diferencial
de primer orden hallando la diferencial total de F: dF'(x,y) = 0, es decir:

—dx + —ydy = 0. (3.3.1)

El método en el que se basa la solucién de las ecuaciones exactas es el proceso inverso.
Es decir, dada una ecuacién diferencial en la forma:

M(z,y)dx + N(z,y)dy =0

queremos ver si tal ecuacién corresponde a la diferencial total de alguna funcién F(x,y)
de dos variables.

Definicién 3.3.1. Una ecuacion diferencial de primer orden
M(z,y)dx + N(x,y)dy =0, (3.3.2)

es ezacta en una regién U C R? del plano, si M(x,y)dx + N(z,y) dy es una diferencial
exacta, esto es, si existe una funciéon diferenciable F': U — R tal que

M(z,y) d + N(z,y)dy = dF (x,y) = = dx + — - dy.

En otras palabras, la ecuacién diferencial (3.3.2) es exacta si se verifica

OF OF

a—x(l‘,y) = M(z,y) vy a—y(w,y) = N(z,y).

Ejemplos 3.3.2. La ecuacién ydx + xdy = 0 es el diferencial de la familia F(x,y) =

Yy = c.
dr —xd
La ecuacién # = 0 corresponde al diferencial de la familia de curvas F(z,y) =
)
3 =c.
La ecuacién ing—iz;@ = 0 es el diferencial de la familia F(z,y) = log(z? + y?) = c.
La ecuacion xjﬁg;gf © = 0 es el diferencial de la familia de curvas F'(z,y) = arctan £ = c.

Recordemos de los cursos de calculo que, bajo ciertas condiciones, las segundas derivadas
parciales mixtas de una funcién F' coinciden. Este es el

Theorema 3.3.3 (Teorema de Schwarz). Suponga que la funcion F : U C R? es dos
veces diferenciable, y posee derivadas parciales de primer orden continuas en un abierto
U. Entonces, para todo punto p = (x,y) € U wvale

02F( ) = (92F()
Oxdy P ~ Oyox p)-

(3.3.3)
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Como consecuencia de este resultado, obtenemos un criterio que nos da una condicién
necesaria y suficiente para conocer cuando una ecuacién diferencial en la forma (3.3.2) es
exacta. La prueba de este resultado nos proporciona un método para obtener la solucion
general.

Theorema 3.3.4 (Criterio para ecuaciones exactas). Sean M(x,y) y N(x,y) funciones
continuas con derivadas parciales de primer orden continuas, definidas en una region
U C R% Entonces, la ecuacién M(z,y)dx + N(z,y)dy = 0 es exacta si y sdlo si se

verifica:
oM ON

a—y(x,y) = %(x,y), para todo (x,y) € U. (3.3.4)
Prueba. [=] Supongamos que la ecuacion M (z,y) de+N(x,y) dy = 0 es exacta. Entonces,
existe una funcién dos veces diferenciable F(z,y) tal que 25 (2,y) = M(z,y) y %—5(@ y) =

N(z,y) en U, y portanto

0’F 0 /O0F oM 0’°F 0 /O0F ON
ayax(%y) = a—y(a—x> a_y(xay)7 y axay(%y) = %(8_3) = %(%Z/)-

Asi, F' posee derivadas parciales continuas en U. Por el Teorema de Schwarz, tenemos

que
oM 0*F 0*F ON
a—y(%y) = %(l’,y) = ax—ay(%’,y) = a—x(fﬂ,y)-

[<] Reciprocamente, supongamos ahora que se verifica (3.3.4). Vamos a mostrar que la
ecuacién M (z,y)dx + N(z,y)dy = 0 es una ecuacién exacta, es decir, que existe una
funcién F(z,y) tal que §7(z,y) = M(z,y) y 5 (z,y) = N(z,y).

Si oF

So(w,y) = M(z,y), entonces

Fla,y) = / M(z,y) de = G(z,y) + g(y), (3.3.5)

donde G(z,y) es una primitiva de F'(x,y) respecto de x. Ahora, derivamos parcialmente
respecto de y la expresion obtenida para F' en (3.3.5) y la igualamos a N(x,y):

OF 0

N(ey) = (o) = 5 (G0) + g(0) = %—j@,y) L)

de donde despejamos ¢'(y):

J(y) = N(z,y) — 5—(,y). (3.3.6)

Afirmamos que esta expresion sélo depende de y, luego podemos integrar y obtener g(y)
que, sustituida en (3.3.5) nos da la expresién de F'(x,y). Queda por demostrar que (3.3.6)

36



unicamente depende de y. Para ello, comprobamos que su derivada parcial respecto de x

€S Cero:
0 oG ON 0*G ON 0*G
(N = - - == - - ==
5e (Nw9) =50 (@w) = 50w) = go(ey) = 5 ) = 5 o ()
ON 0 (0G ON oM
= 5@ =5 (5 @) =5 )~ 5 @)

= 0,

lo que comprueba nuestra afirmacién.

Podemos resumir el método para resolver una ecuacién exacta por medio del diagrama:

f/f (z, y)\g a/ F(z,y) )
dx oy ox dy
M(z,y) N(z,y). M (z,y) N(z,y).

Ejemplo 3.3.5. Considere la ecuacion diferencial
(2% + y* + 22) do + (2zy + 3y*) dy = 0.

Comprobamos en primer lugar que la ecuacién sea exacta. Como, M (z,y) = 22 +y* + 2z
y N(z,y) = 2zy + 3y

oM 0 ON

0 9
Gy ay( + 9% 4 22) = 2y, —(2zy + 3y°) = 2y.

9r O
Ambas derivadas coinciden, por lo que la ecuacion es exacta. La solucion general esta dada
por F(x,y) = ¢, c € R, donde F es una funcién tal que

F

(?9_:(; = M(z,y) = 2° +y* + 2z, (3.3.7)
F

g_y = N(z,y) =2zy + 3y>. (3.3.8)

Calculamos F'(z,y). Integrando (3.3.7) respecto de x, obtenemos

F(z,y) /Mmy /(x2+y2+2x)dx:§x3+xy2+x2+g(y).
Derivando esta expresion respecto de y e igualando con (3.3.8), tenemos

F
—— = N(z,y) = 2zy + 3y>.

0
gy 3% T oy’ Tt +g(y) = 5

2zy 4+ ¢'(y) = o

De ahf que ¢'(y) = 2y?, e integramos. Portanto g(y) = [ 3y* dy = y* + k. Podemos tomar
k = 0, ya que en la solucién final de la ecuacion diferencial esta constante queda englobada
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en la constante c. Por tanto, la funcién F buscada es F(z,y) = %x?’ +ay?+ 22 +3, v la
solucién general de la ecuacion diferencial es

%x3+xy2+x2+y3:c, ceR.

Ejemplo 3.3.6. Resolver la ecuacion diferencial
(sinztany + 1) dz = cos x sec” y dy.

En forma diferencial, la ecuacién anterior es (sinztany + 1)dz — coszsec?ydy = 0.
Comprobamos primero que la ecuacién sea exacta. Como, M(z,y) = sinxtany + 1y

N(z,y) = — coszsec? y, tenemos
oM _ o (sinztany + 1) = sin x sec? N _ 9O (— coswsec’ y) = sin x sec?
— = —(sinz tan =sinz — = —(—cosx =sinz :
oy Oy Y Y oz T ox Y Y

Ambas derivadas coinciden, por lo que la ecuacion es exacta. La solucion general estd dada
por F(z,y) = ¢, c € R, donde F' es una funcién tal que

oF

= M(z,y) =sinztany + 1, (3.3.9)

x

OF

B N(z,y) = — cos xsec’ y. (3.3.10)
Y

Calculamos F'(z,y). Integrando (3.3.10) respecto de y, obtenemos

F(x,y):/N(x,y)dy:/—cosa:secZydy:—cosa:tany—l—g(x).

Derivando esta expresién respecto de e igualando con (3.3.9), tenemos

0 oF
sinztany + ¢'(z) = 8_( — cosztany + g(z)) = e M(z,y) =sinztany + 1.
x x
De ahi que ¢'(x) = 1, e integramos. Portanto g(x) = x + k. Podemos tomar k = 0, ya
que en la soluciéon final de la ecuacion diferencial esta constante queda englobada en la
constante c. Por tanto, la funcién F requerida es F'(z,y) = — cosztany+x, y la solucién
general de la ecuaciéon diferencial es

r—cosxtany =c¢, c € R.‘
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Ejemplo 3.3.7. Resolver la ecuacion diferencial
ydx + 3xdy = 0.

Comprobamos primero si la ecuacién es exacta. Como, M(z,y) = y y N(x,y) = 3z,
tenemos que
oM 0 ON 0
oy  Jy or O

Como las derivadas no son iguales, el criterio indica que la ecuaciéon no es exacta. Por-

(3z) = 3.

tanto no es posible resolverla con este método.

Ejemplo 3.3.8. Resolver la ecuaciéon diferencial

, €Y+ cosxcosy

sinzsiny — xe¥’

En forma diferencial, la ecuacién anterior es (e¥+cos x cos y) dx+(ze? —sin z siny) dy = 0.
Comprobamos primero si la ecuacién es exacta.

oM 0 (eV+ ) = e . ON 0 (zeV—si iny) = e .
— = —(eY+cosxcosy) = eY—cosxsiny, — = —(zxe’—sinxsiny) = e’ —cos z sin y.
oy  OJy 4 Y 0w T o 4 4
Ambas derivadas coinciden, por lo que la ecuacién es exacta. La solucién general esta dada
por F(x,y) = ¢, c € R, donde F' es una funcién tal que

oF

= M(z,y) = e + cosx cosy, (3.3.11)
x

oF

B = N(z,y) = xze? —sinxsiny. (3.3.12)
Y

Calculamos F'(x,y). Integrando (3.3.11) respecto de x, obtenemos

F(x,y) = /M(x,y) dx = /(ey + cosx cosy) dr = xe’ + sinz cosy + g(y).
Derivando esta expresion respecto de y e igualando con (3.3.12), tenemos

0 oF
ze! —sinzsiny+¢'(y) = " (ze! +sinzcosy+g(y)) = 50 = N(z,y) = xeY —sinzsiny.
Y Y
De ahi que ¢'(y) = 0, e integramos. Portanto g(y) = k, y podemos tomar k = 0. Por lo
tanto, la funcién F' requerida es F'(z,y) = xe¥ + sinx cosy, y la solucién general de la
ecuacién diferencial es

‘a:ey—i-sinxcosy: ¢, CE R.‘
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Un método alternativo para encontrar la funcién F'(x,y) que resuelve una ecuacién exacta
consiste en reescribir la ecuacién, hasta llevarla a la forma de un diferencial dF'(z,y) = 0.
Este método suele ser menos eficaz, pues no siempre es facil reconocer la forma de los
diferenciales. Mostramos un ejemplo:

Ejemplo 3.3.9. Resolver la ecuacion diferencial
(2° + 2y?) dz + (2*y + y°) dy = 0.

Comprobamos primero si la ecuacién es exacta:

aM_a 3 2y aN_a 2 3\
a_y_a—y(x + zy*) = 2y, %—%(l’ y+y’) = 2zy.

Ambas derivadas coinciden, por lo que la ecuacion es exacta. La reescribirmos como
(2 + 2y doe + (2*y +v*)dy = 2°do +zy(yde +xdy) +y° dy
= d(3z*) +d(zy) +d(3y")
= d(2" +ay + 5y

Asi, la funcién F' requerida es F(x,y) = }lm‘l + xy + }ly‘l, y la solucién general de la
ecuacion diferencial es

o' +day+yt =c, ceR.

3.3.1. Factores integrantes

Algunas veces, una ecuacién diferencial (3.3.2) que no es exacta puede modificarse para
volverla una ecuacién exacta. Esto se logra multiplicando la ecuacién (3.3.2) por una
funcién u(x,y), de modo que

u(z,y)M(z,y) dx + u(z, y)N(r,y)dy =0
es una ecuacion diferencial exacta.

Ejemplo 3.3.10. Muestre que la ecuacion
(2¢¥ + 3z siny) dx + (we? + 2* cosy) dy = 0.

no es exacta, pero que al multiplicarla por el factor z, se obtiene una ecuacion diferencial
exacta.

Solucion. Esta ecuacion no es exacta ya que

oM 0 ON 0
ke 8—(269 + 3zsiny) = 2¢Y + 3xcosy, — ve¥ + x% cosy) = e¥ + 2z cosy.
Y Y

ox :%<
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Ahora, si multiplicamos la ecuacion por z, obtenemos la ecuacién diferencial
(2ze? + 3x*siny) dx + (2%e¥ + 2° cosy) dy = 0.

Esta nueva ecuacién satisface

0 0
—(2xeY + 32 siny) = 2we¥ + 3 cosy, —— (%€ + 2 cosy) = 2we? + 32* cosy,

dy ox

y por lo tanto si es exacta.

El factor u(z,y) tal que, al multiplicar una ecuacién diferencial por dicho factor ésta se
convierte en exacta, se le llama factor integrante.

Observaciéon 3.3.11. Ambas ecuaciones tienen esencialmente las mismas soluciones, pe-
ro al multiplicar por el factor integrante u(x,y) es posible ganar o perder soluciones.

Para encontrar un factor integrante u(x,y) de la ecuacién (3.3.2), ya vimos que al mul-
tiplicar por u(z,y) la ecuacién diferencial u(x,y)M(x,y)dz + u(z,y)N(z,y)dy = 0 es
exacta. Por lo tanto, debemos verificar que

0 0
De esta ecuacion se obtiene
ou oM ou ON _
Ma—y+ua—y = N%—Fua—x,oblen
oM ON ou ou
) = NZ= M= 3.1
u< dy Ox > Ox Jy (3:3.13)
(3.3.14)

La ecuacién (3.3.13) es una ecuacién diferencial parcial cuya solucién es mas complicada
que la ecuacion inicial. De ahi que obtener u de esta ecuacién no es sencillo. Sin embargo,
la ecuacion (3.3.13) se simplifica si buscamos un factor de una forma determinada, por
ejemplo de la forma u = u(z) (es decir que u sélo depende de la variable z; o de la forma
u = u(y), (que sélo depende de y).

» Factor integrante de la forma u(z):

Supongamos que u es un factor integrante que sélo depende de x. Entonces ‘;—“ =0
)
y % = 2 Luego la ecuacién (3.3.13) queda:

oM  ON du

El término entre paréntesis es conocido, y por tanto la ecuacién anterior es separa-
ble. Separando variables e integrando, obtenemos

du M, — N,
— = Y g
/u / N "
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Esta ultima ecuacion tiene solucién inicamente cuando la expresion del lado derecho
solo depende de x y es continua. En ese caso, obtenemos el factor integrante

My—Ng

u(z) =el 7% A, (3.3.16)

Factor integrante de la forma u(y):
Supongamos que u es un factor integrante que sélo depende de y. Entonces g—g =0

g—; = Z—Z. Luego la ecuacién (3.3.13) queda:
oM  ON du
IR M, — N, = M2 3.1
u( Jdy Oz ) u(M, ) dy (3:3.17)

El término entre paréntesis es conocido, y por tanto la ecuacién anterior es separa-
ble. Separando variables e integrando, obtenemos

du N, — M,
o gy
/u / MY

Esta ultima ecuacion tiene solucién inicamente cuando la expresion del lado derecho
solo depende de y y es continua. En ese caso, obtenemos el factor integrante

uly) = ef Ty, (3.3.18)

Método de solucién: Dada la ecuacién diferencial M (z,y) dx + N(z,y) dy = 0 se calcula

oM
Oy

N

ox *

Si %—A; %—];[, entonces la ecuacion no es exacta y buscamos un factor integrante.
. M,—N, . :

Si =% depende sélo de x, entonces un factor integrante es (?7?).

Si % depende sélo de y, entonces un factor integrante es (77?).

Si encontramos un factor integrante, se multiplica toda la ecuacion diferencial por
dicho factor y la ecuacién obtenida se resuelve por el método para exactas. Hallando
la solucién F'(z,y) = c.

Se comprueba si al multiplicar por el factor integrante aparecen o se pierden solu-
ciones.

Observacién 3.3.12. En lugar de aprenderse las férmulas (??) y (?7), sugiero al lector

que se aprenda el mecanismo: multiplicar la ecuacion original por un factor u, y resolver

obligando a que la ecuacién sea exacta.

Ejemplo 3.3.13. Ya vimos que la ecuacion del ejemplo 3.3.10

(2¢¥ + 3z siny) dx + (ve? + 2* cosy) dy = 0

no es exacta. Hallamos un factor integrante para dicha ecuacion.
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» Proponemos un factor integrante de la forma u(z): Tenemos
(2ue? + 3ursiny) dz + (zue’ + *ucosy) dy = 0
Como

Em (2ue?+3zusiny) = 2ue?+3zu cosy, pp (zue?+r*ucosy) = ue?+au'e?+2xu cos y+a*u’ cosy.
y x

Igualando ambas derivadas obtenemos la ecuacion diferencial

2ueY + 3zucosy = ue’ + xu'eY + 2xucosy + w2 cosy
ue’ + zucosy = (e + xcosy)dt
u(e’ +zcosy) = x(e’+ xcosy)dL.

Esta tltima ecuacién es separable. Separando variables e integrando, da

[ENL
u x

Como el lado derecho sélo depende de z esta ecuacion tiene solucién, que es dada
por u(x) = z. De ahi que un factor integrante para la ecuacién es u(x) = z. Mul-
tiplicamos la ecuacién inicial por z, y resolvermos por el método para ecuaciones
exactas, como ya se hizo en el ejemplo 3.3.10.

Ejemplo 3.3.14. Resolver la ecuacion
(32% — y*) dy — 2xydx = 0.

Como las derivadas parciales

0 0
a—y(—Zmy) = —2z, %(33&2 —y®) = 62

no son iguales, la ecuacién no es exacta. Hallamos un factor integrante.
» Proponemos un factor integrante de la forma u(z): Tenemos
(—2uzy) dr + (3uz® — uy®) dy = 0.
Calculando las derivadas mixtas, tenemos

9] 0
a—y(—?umy) = —2uz, %(31@2 — uy?) = 6uxr + 3u'z® — u'y’.

Igualando ambas derivadas obtenemos la ecuacion diferencial
—2ur = 6uxr+3u'z? —u'y?

—8uzr = u/(32% —y?)
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Separando variables e integrando, tenemos

o
u ) y?—3x2

Como el lado derecho no depende sdlo de x, esta ecuacion no posee solucién.

» Proponemos un factor integrante de la forma u(y): Tenemos ahora las derivadas
2(—2uxy) = —2ux — 2u'zy 2(3ux2 — uy®) = 6ux
dy T Ox '

Igualando ambas derivadas obtenemos la ecuacion diferencial

—2ux —2u'zy = 6ux
—8ur = 2u'zy
—du = u'y.

Separando variables e integrando, tenemos

d _
[=]5
u y

Como el lado derecho sélo depende de y esta ecuacion tiene solucién, dada por
u(y) = y~*. De ahi que un factor integrante para la ecuacién es u(y) = y~*. Multi-
plicamos la ecuacién inicial por y=%, y resolvermos por el método para ecuaciones
exactas.

El lector puede comprobar que la solucién es |y~ — x° = cy” |

Otros factores integrantes

Pendiente...

44



3.4. Ecuaciones lineales

Recordemos que una ecuacion diferencial lineal de primer orden tiene la forma

ai(z) ==+ ao(z)y = g(2), (3.4.1)

donde ag,a; y g son funciones definidas en cierto intervalo (a,b). En ocasiones es ttil
reescribir la ecuacién (3.4.1) en la forma normal (o forma candnica)

&t playy = (@), (342)

donde p(z) = @& f(z) = % son funciones definidas en (a,b), esto es a;(x) # 0 para
todo = € (a,b).

Clasificamos las ecuaciones lineales de la siguiente forma: Cuando la funcién f(x) en el
lado derecho de la ecuacién (3.4.2) es zero, decimos que la ecuacion diferencial (3.4.2) es
homogénea. Cuando f(z) # 0, decimos que la ecuacién es no homogénea.

% 4 p(x)y=0 = homogénea,
% + p(z)y = f(r) = no homogénea.

Usualmente decimos que ¢’ + p(x)y = 0 es la ecuaciéon homogénea asociada a y' +p(x)y =

().

Las ecuaciones diferenciales lineales se comportan de forma analoga a las ecuaciones
algebraicas lineales. Recuerde de sus cursos de algera lineal que si tenemos una ecuacion
algebraica homogénea

a1z + apy = 0, (3.4.3)

las soluciones constituyen un subespacio vectorial V' de R? (el lugar geométrico de los
puntos solucién es una recta que pasa por el origen). Este subespacio V' es de dimensién
1. Similarmente, si tenemos una ecuacién algebraica no homogénea

a1 x + agy = ¢, ¢ # 0, (3.4.4)

las soluciones constituyen un subespacio afin A de R?, de la forma A =V + s, donde V/
es el espacio solucién de la ecuacién homogénea (3.4.3), y s, es una solucién particular
de la ecuacién (3.4.4). Observe que ahora el lugar geométrico de los puntos solucién es la
recta anterior trasladada por la solucién particular s,.

Veremos ahora que la ecuaciones diferenciales lineales presentan el mismo tipo de com-
portamiento. Denotamos por C(a,b) = {f : (a,b) — R|f es continua} al conjunto de las
funciones continuas en el intervalo (a,b).

Proposicién 3.4.1. El conjunto de las soluciones de la ecuacion lineal homogénea
— +p(z)y =0, (3.4.5)
es un subespacio vectorial de C(a,b).
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y A YA arztagy=-c

arx + apy =0

a1x +apy =0

>
>
T

1.0 1 2

(a) (b)

Figura 3.1: Subespacio vectorial vs. subespacio afin. (a) El conjunto solucion de la ecua-
cion homogénea y' + p(z)y = 0 forma un subespacio vectorial de dimension 1 en R2. (b) El
conjunto solucion de la ecuacion no homogénea y' + p(x)y = f(x) forma un subespacio afin
de dimension 1. Este subespacio afin es la traslacion del subespacio vectorial en (a) por una

solucion particular sp.

Prueba. Sean yi(x), yo(z) soluciones de (3.4.5). Entonces y;+p(x)y; = 0y yh+p(z)ys = 0.
Basta mostrar que cualquier combinacién lineal ¢1y; + cay de 47 y ¥ también es solucién.
De hecho, si y(z) = c1y1(x) + caya(x), con ¢, c2 € R tenemos

v +p@)y = (ayr + caya) + p(z)(c1yr + caye) = cryy + cayhy + p(x)y1 + p(2)ya
= (Y +p(x)yn) + c2(ys + p(x)y2) = 0.
———— ———

=0 =0

Denotamos por ¥y, a la solucién general de la ecuacion lineal homogénea (3.4.5).

Proposicién 3.4.2. El conjunto de las soluciones de la ecuacion lineal no homogénea

dy

7 +p(z)y = f(x), (3.4.6)

es un subespacio subespacio afin. Tal solucion estd dada por y(x) =y, + yn, donde y, es
una solucion particular de la ecuacion no homogénea (3.4.6), y yn es la solucion general
de la ecuacion homogénea asociada.

Prueba. Sea y,(x) una solucién de (3.4.6), y,(z) la solucién general de (3.4.5). Provamos
que y(x) = y, + y, también es solucién de (3.4.6).
De hecho,

Yy +p@)y = (Y +yn) + @) (Yp + yn) =y, + Y + p(2)yp + p(T)Yn
= Yy +2(@)yp+yi + p(@)yn = f(2).

-~

~/(@) =0

Reciprocamente, mostramos ahora que toda solucién de la ecuacién no homogénea (3.4.6)
es necesariamente de la forma y,+y,. En efecto, y(x), y, son soluciones de (3.4.6), entonces

W—y) +p@@)y—y) = ¥ =y, +p@)y—p@)y, =y +p)y—(y, + p@)y) =0,

J/

N
M e

=f(z) =(z)
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de modo que y — y, es solucién de la ecuacién homogénea asociada (3.4.5), y portanto
Y = Yp = Yn- Luego, y = yp + yn.

Estas dos ultimos resultados, proporcionan un método simple para encontrar la solucion
general de una ecuacién diferencial lineal ¢’ + p(x)y = f(z):
Paso 1: Hallar la solucién general y;, de la ecuaciéon homogénea asociada y' + p(z)y = 0.
Paso 2: Identificar una solucién particular y,, de la ecuacién no homogénea y'+p(z)y = f(z).
Paso 3: Sumar y(z) =y, + yn.

Explicamos cada paso a continuacion.

» Para resolver la ecuaciéon homogénea asociada y' + p(x)y = 0, note que ésta es una
ecuacion separable
dy
Y

Integrando, obtenemos logy = — f p(z) dx + ¢ por lo que

—p(z) dz.

yn(x) = ce” IP@de, (3.4.7)

= Para encontrar una solucién particular de la ecuacion no homogénea, aplicamos el
método de wvariacion de pardmetros. Explicamos este método a continuacién. Ya
vimos que la solucién de la ecuacién homogénea asociada es de la forma (3.4.7).
Observe que el conjunto solucion es el espacio de todos multiplos de una funcion
base
yi(z) = e [P@d

El método de variacion de paramtros consiste en suponer que la soluciéon particular
de la ecuacién no homogénea (3.4.6) es también un multiplo de y;; sélo que en
lugar de ser un multiplo constante, vamos a suponer una solucién particular y, de
la forma

yp(z) = u(x)yr(x) = u(x)e’fp(””) dr (3.4.8)

donde u(x) es una funcién que depende de z. Esta idea de extender el pardmetro
¢ a una funcion, hace que haya mas posibilidades para encontrar nuevas funciones
que satisfacan la ecuacién diferencial (3.4.6).

Asi, hallar y,(x) se reduce a encontrar un parametro u(z) apropiado. Para ello,
sustituimos g, = u(x)e™JP*) 4 en la ecuacién no homogénea:

f@) =y +p@)yy = (ul@)e PO 4 paju(a)e TP ®

= o/ (x)e IP@E _ pryu(z)e” TP@ A L p(g)u(z)e I P@)
fu//effp(m) dx.
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Esta ultima ecuacion es separable. Haciendo la separacién de variables, obtenemos
du = f(z)e/P® 4 de modo que

u(z) = / <f(x)efp(m)dx> dr + k.

Como requerimos sélo una solucion particular, usualmente elegimos k£ = 0. De
ahi que la solucién particular y, es

Yp = u(x)y1($) = e_fp(:r) dm/f(x)efp(m) dx d.CL’,

Portanto, la solucién general de la ecuacién lineal no homogéneal (3.4.6) es

y(@) = yp+yn = 170 dx(/f(x)ef”(“) “dz ). (3.4.9)

3.4.1. Usando factor integrante

Un método alternativo para hallar la solucién de la ecuacién lineal (?7?) consiste en
encontrar un factor integrante, de modo que al multiplicar por este factor, la ecuacion
se vuelve una ecuacion facil de resolver. Observando la ecuacion detenidamente, el lado
izquierdo ¥’ 4 p(z)y no recuerda la férmula de la derivada de un producto:

d

dx
Lo que haremos es buscar un factor integrante de la forma w(z), de modo que el lado
derecho de la ecuacion

(w(x)y) = w(z)y +w'(x)y.

w(@)y' + w(x)p(r)y = w(z)f(z) (3.4.10)
sea justamente la derivada del producto w(x)y. Asi
w(z)y'+w(z)p(z)y = %(w(fv)y) = w()y'+u'(2)y = w)p(z)y =w'(x)y = wp=u'

Esta tiltima ecuacién es separable, %% = p(z) dx con solucién w(z) = e/ P@ % De ahf que
podemos reescribir la ecuacién (3.4.10) como

L (w(a)y) = w(@)f(2).

Integrando ambos lados respecto de x, por el Teorema Fundamental del Célculo obtene-
mos

w@y = [ 4w de = [ feuls)ds = [ e

y por lo tanto, la solucién y(z) de la ecuaciéon no homogénea es

_ e—fp(m)dz(/f(x)efpcc)dwdm+C>7

que es la misma expresion obtenida en (3.4.9).
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Observacion 3.4.3. Existen varios métodos para resolver ecuaciones lineales, pero todos
conducen de alguna forma a la ecuacién (3.4.10). Sugiero que el lector no memorice esta
formula, puesto que puede confundirse con los otros factores integrantes que vimos para
ecuaciones exactas.

Entre los métodos descritos anteriormente, recomiendo al lector el que consiste en hallar
la solucién en dos pasos: primero ¥y, la solucion de la ecuacién homogénea asociada; luego
Yp, una solucion particular de la no homogénea. Este método resulta ser simple de aplicar,
y es el que suele utilizarse al resolver ecuaciones lineales de orden superior.

Veamos algunos ejemplos

x2

Ejemplo 3.4.4. La ecuacién 3y’ + 2xy = 2xe™*" es lineal en y. Hallamos la solucién

general:

» Hallamos y;: La ecuaciéon homogénea asociada es y' 4+ 2xy = 0. Haciendo separacién

d
/—y:/—Qxda:,
Y

y su solucién es logy = —x? + ¢, de modo que y(x) = ce

de variables, obtenemos

g2

» Hallamos y,: Proponemos vy, = u(m)e‘$2. Sustituyendo y, en la ecuacién original,
tenemos

Y, + 2wy, = (u(x)e_‘vz)/ 1 2zu(z)e ™ = ue ™ — 2zue ™ + 2zue ™ = 2we .

Luego, v/ = 2z = wu(z) = 2 (hicimos la constante k& = 0). De ahi que y,(x) =

2
xle ™,

Portanto la solucién general de la ecuacion diferencial es

- 2 7$2 2

y(x) =a%e™ +ce ™, ceR.

Ejemplo 3.4.5. La ecuacién diferencial y' + £ = 3z es lineal en y.

» Hallamos y;,: La ecuacién homogénea asociada es y' + £ = 0. Haciendo separacién

2]
y v

de variables, obtenemos

y su solucion es logy = —logx + ¢, de modo que y,(v) = <.
» Hallamos y,: Proponemos y, = u(a:)% Sustituyendo y, en la ecuacién original,
tenemos

Y, + Ly, = (u(m)%), + Su(r) =u'L — Hu+ Hu =3z

'L =3z = u =322 = u(z) =2 (hicimos la constante k = 0). De

Luego, u'= =
ahi que y,(z) = 22,
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Portanto la soluciéon general de la ecuacion diferencial es

yl)=2"+ct =1’ +¢), ceR

1
x cos y-+sin 2y

si consideramos y como pa variable independiente, x la variable dependiente, podemos

Ejemplo 3.4.6. La ecuacién diferencial g—g = no es lineal en y. Sin embargo,

escribir

dr __ :
= x cosy -+ sin 2y,

que es ahora una ecuacion diferencial lineal en x.

» Hallamos zj,: La ecuacion homogénea asociada es x’ — x cosy = 0. Haciendo sepa-

d
/—x:/cosydy,
x

y su solucién es logz = siny + ¢, de modo que z,(y) = ce

racion de variables, obtenemos

siny

. o Sin . ., .o .
» Hallamos z,: Proponemos z, = u(y)e*™¥. Sustituyendo z, en la ecuacién original,
tenemos

! _ siny\/ siny __ ./ _siny siny siny o
T, —Tp COSY = (u(y)e ) —u(y)e™™Y cosy = u'e*Y+ue™? cos y—ue™? cos y = sin 2y.

Luego, ' = sin2ye~ Y. De ahi que Z—Z = % = u= f%dy Esta
integral se hace por sustitucién (¢ = siny), y obtenemos u(y) = —2(1+siny)e Y.

Ast z,(y) = —2(1 + siny),

y la solucion general de la ecuacion diferencial es

z(y) = —2(1 +siny) + ceY, c € R.

Ejemplo 3.4.7. Resolver la ecuacién diferencial

y'+y = f(z), donde f(z)= {

con la condicién inicial y(0) = 0.

» Hallamos y;,: La ecuacién homogénea asociada es y' + y = 0. Haciendo separacién

de variables, obtenemos [ % = [ —xdx, y su solucién es y,(x) = ce™™.

» Para encontrar la solucién particular, como la funcién f(z) estd definida por sec-
ciones, debemos partir nuestra ecuacion diferencial en dos casos, cuando 0 < z < 1,
y cuando x > 1.
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e Para 0 < z < 1. Proponemos y, = u(x)e *. Sustituyendo y, en la ecuacién
original, tenemos

Yy +Yp = (u(:v)e‘”ﬁ)/ +u(x)e ™ =vu'e™ —ue ™ +ue ¥ =1,
Luego, v’ = €* = wu(x) = e*. De ahi que y,(z) = 1, y la solucién general en
este intervalo es y(x) =1+ cre™™.

e Parax > 1. Proponemos y, = u(x)e™*. Sustituyendo y, en la ecuacién original,
tenemos

/

Yy +Yp = (U(x)efm), +u(zr)e™ =v'e™ —ue ™ +ue = 0.

T

Luego, ' =0 = wu(z) = 0. De ahi que y,(x) = e *, y la solucién general en

este intervalo es y(z) = cpe™".

l+ce™, 0<x<1
coe " x> 1.
Recordemos que la solucién de cualquier ecuacion diferencial debe ser una funcion conti-

Juntando ambos miembros, obtenemos la solucién general y(z) =

nua. De ahi que y(z) debe cumplir la condicién

lim y(z) = lim y(x),

z—1— z—1+
y portanto 1 + cie™ = cpe™ = cy =e(l +cie™!) = e+ ;. Asi,

(z) = l+ce™, 0<z<1
vE = (e+c)e™ x>1.

Evaluando la condicién inicial y(0) = 0, obtenemos ¢; = —1. Portanto, la solucién es

Cuando queremos resolver un problema de valor inicial ¢’ + p(z)y = f(x), y(zo) = yo, la
ecuacién (3.4.9) adopta la forma

y(;,;):@—ffopu)dt@o n / F(t)elo PO dt>.
xo

Ejercicio 3. Resolver 2%y’ + zy = sinx, y(1) = 5.
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3.5. Sustituciones diversas

En esta seccion presentamos diversos métodos para facilitar la resoluciéon de una ecua-
cién diferencial de primer orden. Ya vimos que una estrategia para resolver una ecuacion
consisten en hallar un factor integrante, de modo que al multiplicar por este factor, la
ecuacion se vuelve separable o exacta.

Una estrategia diferente consiste en hacer un cambio de variable apropiado, a modo que
la nueva ecuacion diferencial se vuelva alguna de las ya estudiadas anteriormente. Por
ejemplo, el método para resolver ecuaciones homogéneas visto en la seccién 3.2 efectua
uno de los cambios de variable y = uxr 6 ¥ = vy para transformarse en una ecuacién
separable. Presentamos algunas sustituciones que resultan ttiles.

3.5.1. Ecuaciones de la forma y = f(ax + by + ¢)

Se reduce a una ecuacion separable al hacer la sustitucion z = ax+by+c, dz = adx+bdy.

Ejemplo 3.5.1. Resolver la ecuacién dr — csc?*(z —y + 1) dy = 0.
Hacemos la sustitucion z = x — y + 1, dz = dx — dy. La ecuacién se transforma en

dx — csc?(2) (dr — dz) = (1 — csc® z) dx + csc? zdz = 0,
que es una ecuacion separable. Haciendo la separacion e integrando, obtenemos
—csc? z —1 1
dr = = [ ———dz= dz
/ / 1—csc?z /sen22—1 /COSQZ

cuya solucién es x = tan(z) + c. Sustituyendo de nuevo el valor de z, obtenemos

r=tan(z —y+1)+¢, ceR.

Ejemplo 3.5.2. Resolver la ecuacién gy = 1 + ¢2*+3v75,

Hacemos la sustitucion z = 2z + 3y — 5, % =2+ 33—1. La ecuacién se transforma en
1/dz _ z
5(% - ) - ]- + € I

o equivalentemente j—fc = 3e* + 5, una ecuacién separable. Haciendo la separacion e inte-

grando
1 du ~3/5  3/5
3dr = dz = —( )d
T 1537 T uu—15/3) w u—s3)"
Luego, bz + ¢ = log(u — g) —logu = “_75/3 = ce”. De ahi que u(z) = ; 5£e5z, y portanto

e* + g = 7 50/ 5. Sustituyendo de nuevo el valor de z, obtenemos

St 41 = Lo ceR.

1—ced@?
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a1z+biy+c1 )

3.5.2. Ecuaciones de la forma ¢y = f(a2x+b2y+62

Tenemos dos casos:

s Cuando a1by # asby: Se reduce a una ecuacién homogénea trasladando el origen de
coordenadas al punto de interseccién p = (zg,yo) de las rectas a;z + by +¢; =0y
asx + bay + co = 0. Esto se consigue haciendo las sustituciones

r=1I+xy dr=dzx,
y=y+y, dy=dy.

y A

<

(w0, o)

o
Hv

Y

Figura 3.2: Traslacion del eje de coordenadas. El nuevo sistema de referencia tiene coor-
denadas (7, 7).

s Cuando a1by = asby: las rectas no se intersectan. En este caso, la ecuacion se reduce
a la forma ¢y = f(ax + by + ¢)

Ejemplo 3.5.3. Resolver (z +y —2)dr + (z —y+4)dy = 0.

Como el determinante

1 _11’ #0, el sistemaz+y—2=0, z—y+4 = 0 tiene solucién

unica. Tal solucién es (zg,yo) = (—1,3). De ahi que hacemos el cambio de variables
r=x—1, y=9y-+ 3.

La ecuacién diferencial se convierte en

(- +@+3)—2)di+ ((z—1)— (§+3)+4)dy = (z+y)dz + (z — §),dyy = 0.

Esta tltima ecuacion es homogénea. Ya se puede resolver con el método para ecuaciones
homogéneas.

Ejemplo 3.5.4. Resolver (z+y +1)dr + (22 + 2y — 1) dy = 0. Como el determinante
11
'2 2
podemos optar por hacer alguno de los siguientes cambios de variable:

‘ =0, el sistema z +y+1 =0, 2z + 2y — 1 = 0 no tiene solucién. Sin embargo,
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» Observe que 2x+2y-1 = 2(x+y+1)-3, de modo que podemos hacer la sustitucién
z=x+y-+1,dz =dx + dy y obtenemos

zdx + (22 — 3)(dz — dx) = 0,
lo que resulta en (—z + 3) dz + (22 — 3) dz = 0, que es una ecuacién separable.
» O hacemos la sustitucién z = x + vy, dz = dx + dy y obtenemos
(z+1)dx+ (22 — 1)(dz — dz) =0,
lo que resulta en (—z + 2)dx + (22 — 1) dz = 0, que es una ecuacién separable.

En cualquier caso, la ecuacién ya puede resolverse por separacion de variables.

3.5.3. Ecuaciones casi-homogéneas

Estas ecuaciones tienen la forma de una ecuacion homogénes, con la excepcién de un
término. Se reduce a una ecuacion homogénea haciendo la sustitucion y = 2% 6 x = 2
para algtin valor apropiado de a.

Ejemplo 3.5.5. Resolver la ecuacién 2zy® dx + (z%y* — 1) dy = 0.

Observe que los términos 2zy? y 22y? son ambos de grado 4, mientras que -1 es un término
de grado 0. Como el -1 acompana al diferencial dy, proponemos la sustitucion y = 2%,
a€R, dy =z tdz:

202 dr + (2°2%* — 1) az®* 1 dz = 0.

Buscamos ahora el valor de a apropiado que hace la ecuacion anterior sea homogénea. El
término 2223 es de grado 3+ 1, el término ax?z?*2%~! es de grado 3a + 1, y el 1ltimo

término —az®~! es de grado a — 1:

202%% dr + (a2 '2?2* — a2z ') dz = 0.
— ———— S~
gr 3a+1 gr 3a+1 gr a—1

De ahi que para que la ecuacion anterior sea homogénea, debe cumplirse que 3a+1 = a—1,
luego 2o = —2, y por lo tanto o = —1. Asi, la sustitucién adecuada es y = z71. En ese
caso, la ecuacién se convierte en

20z 3 dr — (22274 — 27%) dz = 0,

que ya puede resolverse con el método de ecuaciones homogéneas.
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3.5.4. Ecuacién de Bernoulli ¢/ + p(z)y = f(z)y

s Cuando n =0 6 n =1, tenemos una ecuacion lineal.

» Cuando n # 0,1, se reduce a una ecuacion lineal haciendo la sustitucién z = y'=™".
En este caso, la ecuacién original y' + p(z)y = f(z)y" se transforma en

Yy +p)y=f@)y" = Q-n)y "y +0-=n)px)y"y=1-n)f(x)y "y"
= 2+ (1=n)plx)z=(1-n)f(z),

una ecuacién lineal en la variable z.

Ejemplo 3.5.6. Resolver la ecuacién zy’ + y = y? log x.
Tenemos una ecuacién de Bernoulli con n = 2. Haciendo la sustitucién z = y'=2 = y~1,
obtenemos 2’ = —y~2y. Luego, la ecuacién se transforma en

vy +y=ylogr = z(—y ?)+z'=2"logx
= —wz % 4+ 2t =2"logx

= 22 —z=—logu,

que es una ecuacion lineal en z.

Ejemplo 3.5.7. Resolver la ecuacién y' = y(zy=® + 1).

La ecuacién puede reescribirse como 3 +y = 2y~ °, de modo que es una ecuacién de
Bernoulli con n = —5. Haciendo la sustitucién z = y'~(=® = 45 obtenemos 2’ = 6y°y/.
Luego, la ecuacion se transforma en

yry=2y° = Gy ry=ay”’

4

1. 6 _
52 Tty =<

4

1, _
572 TtZ=1,

que es una ecuacion lineal en z.

3.5.5. Ecuacién de Riccati v + a(z)y + b(z)y* = f(x)

Conocida una solucién particular y,, se reduce a una ecuacién de Bernoulli haciendo
la sustitucién y = z + y,. En este caso, lo dificil es construir o encontrar una solucién
particular. En algunos casos, esto puede hacerse estudiando la funcién f(z) que aparece
en el lado derecho de la ecuacion.

Ejemplo 3.5.8. Resolver la ecuacién y + y? = —2z + 22.
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» Hallamos una solucién particular: El lado derecho de la ecuacién es f(z) = —2z+z2,
un polinomio de grado 2. Proponemos entonces una solucién particular y, de forma
polinomial. Vamos a determinar el grado de este polinomio y,,.

Suponga que (y,) = n. Entonces el grado de la derivada es (y,) =n — 1y el grado
del término yf, es (y2) = 2n. Luego los grados de ambos lados de la ecuacién deben
ser iguales. Asi

/ 2\ ¢ / 2 _ ¢ _ _ _
(yp + yp) - max{(yp)7 (yp)} - max{n - ]" 2n} =2n=2= (f)
Esto implica que el grado de y, es n = 1. Proponemos entonces una solucion
particular de la forma y, = ar+b. Tenemos y, = ay yf, = (ax+b)? = a*z*+2abr+b>.
Luego,
Y, + yf) = a+ (a*2® + 2abr + V*) = a*2® + 2abx + (b* +a) = —2z + 2°
y por lo tanto a®> = 1, 2ab = -2y ¥®*+a =0. Deahique a = -1y b =1,y la

solucién particular de la ecuaciéon es y, = 1 — .

» Ahora, hacemos la sustitucién y = z+ (1 —x) = z—x + 1, ¥ = 2/ — 1. La ecuacién
de Riccati se transforma en
vy +yr=-20+2> = (-1)+Gz-—z+1)?2=
= 2 —14+22—2> 22220 +22+1= 20 +2°
= 2+ (2-20)z+ 2% =0,

que es una ecuacion de Bernoulli con n = 2.

3.5.6. Otras sustituciones

En ocasiones, un cambio de variable apropiado puede transformar una ecuaciéon diferencial
en otra que es mas facil de resolver.

Ejemplo 3.5.9. Resolver la ecuacion 2z(1 + /22 — y)dx — /2% — ydy = 0.

La ecuacién es exacta. Sin embargo, también puede resolverse haciendo la sustitucion

2z = 2% —y. En ese caso, dz = 2x dx — dy. La ecuacién se transforma en

20(1 4+ /22 —y)de — /22 —ydy=0 = 2z(1+ 2)de — /2(dz —2xdx) =0
= 2xdr —+/2dz =0,

que es una ecuacion separable.

Observacion 3.5.10. Existen muchas mas técnicas para resolver ecuacién de primer
orden, que no seran estudiadas aqui por falta de tiempo. El lector interesado puede
consultar la bibliografia sugerida.

26



Capitulo 4

Ecuaciones de orden superior

Comenzamos nuestro estudio de las ecuaciones diferenciales de orden dos o mayor. Cen-
tramos nuestro estudio en las ecuaciones lineales de orden superior. Primero porque son
las mas simples de resolver, y segundo porque son las que mas suelen aparecen en las
aplicaciones a la ingenieria.

En este y en los siguientes dos capitulos, presentamos las técnicas clasicas para resolver
ecuaciones lineales. Al finalizar, haremos una breve nota de lo que sucede en el caso de
las ecuaciones no lineales.

En esta aula hacemos una introduccion a la teoria de las ecuaciones lineales.

4.1. Teoria de las ecuaciones lineales

Recordemos que una ecuaciéon diferencial lineal de orden n es de la forma

dny d(nfl)y

dy
pu(a) o+ Paa(@) oy + - (@) o+ po(@)y = g(2), (4.1.1)

donde las p;(x) y g(z) son funciones de la variable independiente x. Podemos reescribir
una ecuacién lineal en su forma normal

d"y d(n—l)y dy

% —l—an_l(x)m —|—+a1(x)%+a0(x)y: f(QT), (412)
haciendo a;(z) = z]::;((:?)’ i=0,1,...,n—1y f(z) = pi((zaj). Decimos que la ecuacién diferen-
cial lineal (4.1.2) esté definida en el intervalo (a, b) cuando todas la funciones coeficiente
aop(z),...,an—1(x) y f(x) estdn definidas en ese intervalo.

Si hacemos la analogia con las ecuacion lineales de primer orden,lo esperado es que la
solucion general de una ecuacion lineal de orden superior sea una familia n-paramétrica
de funciones.

Al igual que en la teoria de ecuaciones de orden 1, ademds de hallar la solucién general

de una ecuacion, podemos adicionar condiciones especificas, y resolver la solucién par-
ticular de la ecuacién que satisface dichas condiciones. En las ecuaciones de orden 1, la
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solucion general estaba dada por una familia 1-paramétrica; y para encontrar una una
solucién particular, era preciso anadir una condicién inicial. En contraste, en el caso de
las ecuaciones de orden n, la solucién general esta dada por una familia n-paramétrica De
ahi que para resolver una solucién particular es necesario imponer n condiciones iniciales
(una para cada parametro).

Existe una diferencia basica dependiendo de como especificamos estas condiciones inicia-
les. En las ecuaciones de orden superior tenemos dos tipo de problemas: los problemas
de valor inicial, y los problemas de valor en la frontera.

Definicién 4.1.1. Un problema de valor inicial de una ecuacion lineal de orden n, es de

la forma
-1)
PY 4 a1 ()5t + .+ () + ao(a)y = f(a), 1 (4.1.3)
sujeto a y(xg) = o, y( 0) = Y, y”(mo) =Yy - ?J(nfl)( 0) = y((]n )

Es decir, un problema de valor inicial corresponde a imponer condiciones iniciales todas
sobre un tinico punto (g, yo) del dominio de la ecuacién diferencial. La primera condicién
va sobre la funcién (y(zg) = yo dice que la solucién pasa por el punto (xg, yo)). La segunda
condicién va sobre la primera derivada (y'(x¢) = y; indica que la solucién tiene pendiente
y, cuando = = xp). El resto de condiciones recae cada una sobre siguiente derivada de
la solucién. Por ejemplo, para una ecuacion diferencial de orden 2, las condiciones de un
problema de valores iniciales se ilustran en la figura 4.1.

Otro tipo de problema consiste en resolver una ecuacién, en donde la variable indepen-
diente o sus derivadas se especifican en diferentes puntos.

Definicién 4.1.2. Un problema de valor frontera de una ecuaciéon lineal de orden n, es
de la forma

Tt a1 (2) S () 3+ ao()y = fla), (4.1.4)
sujeto a y(zo) = o, y(x1) =y1, ¥'(22) =5 ... ¥ (2x) = ¥}

Aqui las condiciones iniciales se especifican en puntos distintos. Podemos especificar va-
lores de la solucion en dos puntos diferentes, o imponer condiciones sobre las derivadas
de orden superior en estos puntos. Por ejemplo, para una ecuacion diferencial de orden
2, las condiciones de un problema de valor en la frontera se ilustran en la figura 4.1.
Para un problema de valor en la frontera de orden 2, y" + a(z)y’ + ao(x)y = f(z),
podemos adicionar distintos tipos de condiciones:

= y(w0) = Yo, y(x1) = Y1; = y'(z0) = o, y(21) = Y13
= y(wo) = yo, ¥'(71) = yi; =y (7o) = Yy, ¥ (71) = Y.
Tenemos el primer resultado importante

Theorema 4.1.3 (Teorema de Existencia y Unicidad). Sean ag(x), ai(x), ..., an—1(z), f(2)
funciones definidas en el intervalo (a,b), y sea xo un punto cualquiera de (a,b). Entonces,
existe solucion unica ¢ : (a,b) — R, para el problema de valores iniciales (4.1.3), definida
en el intervalo (a,b).
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YA YA
Y1

y(zo) = Yo

Yo

N Yy (z0) =y P y(20) = Yo

y 8
y B

zo Zo z1

(a) (b)

Figura 4.1: Problema de valor inicial vrs. problema de valor en la frontera. (a)
Las condiciones de y(xg) y y'(xo) se imponen en el mismo punto (xq,yo). (b) Las condi-
ciones y(xo) y y(x1) se imponen en dos puntos distintos: sobre la frontera del intervalo
I = (.T,'o, 1'1).

Observacién 4.1.4. El teorema anterior es una consecuencia directa del Teorema de
Existencia y Unicidad (Teorema de Picard) para ecuaciones de primer orden.

2x

Ejemplo 4.1.5. Verificar que la funcién y(z) = 9¢72* — 7e=3 es solucién del problema

de valor inicial
y'+5y +6y=0, y(0)=2, y'(0)=3.

Como y = 9e~2* — 7e73% sus derivadas son 3y = —18¢72% +21e73% y 3/ = 36e2* — 6332,

Luego, al sustituir en la ecuacion original, tenemos
y'+5y +6y = (366> —63e ) 4+ 5(—18¢** + 21 ") + 6(9e > — Te ")
= (36 — 90 + 54)e > + (=63 + 105 — 42)e™** = 0.

Luego, y(x) = 972 — Te 3% es solucién. Comprobamos ahora que cumple las condiciones
requeridas:

y(O) — 0e7200) _ 7,-300) — 2, y’(O) — 18200 + 217300 — 3,

de modo que y(x) es la solucién requerida. Por el Teorema de Existencia y Unicidad,
sabemos que esta es la tnica solucion del problema de valor inicial.

Ejemplo 4.1.6. Verificar que la familia de funciones, y.(r) = cz®* + = + 3, ¢ € R, son
todas soluciones del problema de valor inicial

vy — 2xy' +2y =6, y(0)=3, y(0)=1.
Como y. = cx? + x + 3, sus derivadas son y. = 2cx + 1 y 3/ = 2¢. Luego, al sustituir en
la ecuacién original, tenemos
o2y — 2wyl + 2y, = 2*(2¢) — 22(2cx + 1) + 2(ca® + x + 3)
= 2ca? — 4cx® — 22 + 2cx® + 22 + 6 = 6.
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Luego, y.(r) = cx® + x + 3 es solucién, para cualquier valor de ¢c. Comprobamos ahora
tales soluciones cumplen las condiciones requeridas:

y(0) =c(0)> +0+3 =3, y(0)=2c(0)+1=1,

de modo que las y.(z) resuelven el problema. Observe que esto no contradice el Teorema de
Existencia y Unicidad. En forma normal, la ecuacién del problema es y” — 2¢/ 4+ 5y = 5,
luego es una ecuacién definida en el intervalo (o0,0) 6 (0,00), vy las condiciones iniciales
estan en un punto que no es parte del dominio de la ecuacion.

Importante: El Teorema de Existencia y unicidad sélo vale para problemas de valor inicial.
Aunque las condiciones del teorema se cumplan, en un problema de valor en la frontera
puede ocurrir que

» hay solucién tnica,
= haya méas de una solucién,

» 1o exista solucién.

Ejemplo 4.1.7. La funcién y(z) = 322 — 6z + 3 es la solucién del problema de valor en
la frontera

a2y’ —2xy' +2y =6, y(1)=0, y(2) =3,

en el intervalo (0,00). (el lector puede verificar que es solucién). La solucién general de

la ecuacion x%y” — 2zy’ + 2y = 6 estd dada por

y(x) = 12’ + coxr +3, c1,c0 €R.

Luego, y(z) = 32% — 62 + 3 es la tnica funcién de es familia 2-paramétrica que satisface
las condiciones de frontera, demodo que el problema tiene solucién tnica.

Ejemplo 4.1.8. La funcién y(z) = 32% — 6x + 3 es la solucién del problema de valor en
la frontera

2y’ —2zy +2y =6, y(1) =0, y(2) =3,

en el intervalo (0,00). (el lector puede verificar que es solucién). La solucién general de

la ecuacion x%y” — 2zy’ + 2y = 6 estd dada por

y(x) = 12’ + cox +3, c1,c0 €R.

Luego, y(z) = 322 — 6z + 3 es la tnica funcién de es familia 2-paramétrica que satisface
las condiciones de frontera, demodo que el problema tiene solucién tnica.

En ocasiones, un problema de valor en la frontera puede tener muchas solucién, o no
tener solucion.
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Ejemplo 4.1.9. Las funciones de la forma y(x) = c¢sin(4z), ¢ € R, son todas soluciones
del problema de valor en la frontera

y" 4+ 16y =0, y(0) =0, y(r) =0.

De hecho, 3y = 4ccos(z) y ¢y = —16¢sin(4x). Luego, vy’ + 16y = —16¢sin(4x) +
16¢sin(4x) = 0. Por otro lado, para cualquier valor de ¢, tenemos y(0) = c¢sin(0) =0y
y(m) = ¢sin(0) = 0, y el problema tiene infinitas soluciones.

Ejemplo 4.1.10. El problema de valor en la frontera
y'+16y =0, y(0)=0, y(r) =1,

no tiene solucién. De hecho, la solucién general de la ecuacién y” + 16y = 0 estda dada
por la familia 2-paramétrica

y(x) = ¢y cos(4x) + cosin(4x), ¢, € R.

Ahora, y(0) = ¢;cos(0) + cosin(0) = ¢; implica que ¢; = 0y y(m) = ¢y cos(4m) +
cosin(4m) = ¢; = 0. Luego, la condicion y(7) = 1 es imposible (o al menos es incompatible
con la primera condicién). De ahi que no existe solucién que satisfaga ambas condiciones
de frontera.

4.1.1. Ecuaciones homogéneas y no homogéneas

Al igual que como hicimos en el caso de orden 1, clasificamos las ecuaciones lineales
de orden superior de la siguiente forma: cuando la funcién f(z) en el lado derecho de
la ecuacién (4.1.2) es zero, decimos que la ecuacién es homogénea. Cuando f(z) # 0,
decimos que la ecuacion es no homogénea

Y™ 4 i (2)y™ Y 4+ ay(z)y +ag(z)y =0 = homogénea,
)

y™ +a, 1 (2)y" Y+ 4 a(2)y +ao(z)y = f(r) = no homogénea.

Usualmente decimos que y™ + ... + ao(x)y = 0 es la ecuaciéon homogénea asociada a

Y™ 4+ ag(n)y = f(o).
Las ecuaciones diferenciales lineales de orden superior, presentan el mismo tipo de com-

portamiento que las de primer orden. Denotamos por C'(a,b) = {f : (a,b) — R|f es continua}

al conjunto de las funciones continuas en el intervalo (a,b). Denotamos por C"(a,b) =
{f : (a,b) = R|f es n veces diferneciable} al conjunto de las funciones con al menos n
derivadas en el intervalo (a,b).

Proposicién 4.1.11 (Principio de Superposicion). El conjunto de las soluciones de la
ecuacion lineal homogénea de orden n

Y™ 4 a1 (2)y™ Y+ ay(2)y + ag(z)y =0, (4.1.5)

es un subespacio vectorial de C™(a,b) de dimensidn n.
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Prueba. La prueba es idéntica a la que ya vimos en las ecuaciones lineales de primer
orden:. Sean y; (), y2(z) soluciones de (4.1.5). Entonces y§n) +...F+ao(x)y1 =0y yén) +
...+ apg(x)ys = 0. Basta mostrar que cualquier combinacién lineal ¢1y; + coys de y1 ¥y Yo
también es solucién.

De hecho, si y(z) = c1y1(x) + caya(x), con ¢1, c2 € R tenemos

Yy 4 tag(x)y = (e + )™+ L+ ap(@) (s + caye)

Clygn) + Czyén) + ..+ ao(T)ys + ao(z)y

- cl@”) + ...+ ao(x)yll) + cz(yén) + ...+ ao(x)y%) = 0.

=0 =0

Esto muestra que el conjunto solucién es un subespacio vectorial de C™(a, b). En la préxi-
ma seccion mostraremos que este espacio solucién tiene exactamente dimensiéon n.

Denotamos por y;, a la solucién general de la ecuacién lineal homogénea (4.1.5).

Proposicion 4.1.12. El conjunto de las soluciones de la ecuacion lineal no homogénea
Y™ a1 (2)y ™Y+ ay(2)y F ao(z)y = f(z), (4.1.6)

es un subespacio subespacio afin de C™(a,b). Tal solucion estd dada por y(x) = yp, + Yn,
donde y, es una solucion particular de la ecuacion no homogénea (4.1.6), y y, es la
solucion general de la ecuacion homogénea asociada.

Prueba. La prueba es idéntica al caso de ecuaciones lineales de primer orden. Sea y,(z)
una solucién de (4.1.6), yx(z) la solucién general de (4.1.5). Provamos que y(z) = y, + yn
también es solucién de (4.1.6).

De hecho,

y™ +tann)y = (g +un)™ + .+ ao(@) (Y, + un)
= yl(,") + y;(Ln) + ...+ ao(x)yp + ao(x)yn

=yt aol@)y, et ao(@)yn = ().

~f() =0

Reciprocamente, mostramos ahora que toda solucién de la ecuacién no homogénea (4.1.6)
es necesariamente de la forma y,+yy,. En efecto, y(x), y, son soluciones de (4.1.6), entonces

=)™+ +al@)y—y) = y™ =y +... +ao(x)y — ao(z)y,
= y(") + ...+ ag(x)y —( ) 4+ o+ ao(z)y,) = 0,

p
(& J/

g

=f(z) =(z)

de modo que y — y, es solucién de la ecuacién homogénea asociada (4.1.5), y portanto de
la forma y — y, = yp. Luego, y = y, + ys.
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4.1.2. Dependencia lineal de funciones

Definicién 4.1.13. Un conjunto de funciones fi(z), fo(z), ..., fu(z) definidas en un in-
tervalo (a,b) es linealmente dependiente en (a,b) si existen constantes ¢y, ca, ..., ¢, € R
no todas cero, tales que

cfi(x) + cafo(z) + ...+ cnfu(x) =0, paratodo x € (a,b).
Caso contrario, decimos que las funciones son linealmente independientes en (a,b).

Ejemplo 4.1.14. Las funciones sin(2z) y cos z sin z son linealmente dependientes en el
intervalo (—o0, 00).
De hecho, una conocida identidad trigonométrica nos dice que

sen(2x) — 2cosxsinz =0, para todo = € R.

Ejemplo 4.1.15. Las funciones fi(z) = vz + 5, fo(z) = Vo + bz, f3(z) =z —1y
f1(z) = 2* son linealmente dependientes en el intervalo (0, 00).
De hecho, la combinacién lineal no trivial

fi—fot5f3+0-fi=vVr+5— (Vo+5z)+5(x—1)+=2"=0
es identicamente cero.

rem El concepto de dependencia lineal de funciones es andlogo al de vectores en R™. Sin
embargo hay una diferencia importante: como las funciones cambian de valor segtin el
punto x, la dependencia lineal de funciones depende del intervalo (a,b). rem

Ejemplo 4.1.16. Las funciones 2 y |z|?> son linealmente independientes en el intervalo
(—00, 00). Si tenemos una combinacién lineal ¢;x3 + co|z|®> = 0, con ¢y, ¢y € R, entonces
para z > 0 tenemos c;2° + cox® = (1 + o)z = 0. Para z < 0, tenemos c12® — o’ =
(c1 — co)x® = 0. Esto produce el sistema de ecuaciones ¢; + ¢; = 0, ¢; — ¢ = 0, cuya
solucion es ¢; = ¢ = 0. De ahi que las funciones son linealmente independientes en
(—00, 00).

Sin embargo, las funciones z3 y |x|® son linealmente dependientes en el intervalo (0, c0).
Observe que en ese caso, las funciones z* y |z|* coinciden, luego, z* — |z|*> = 0 es una
combinacion lineal no trivial idénticamente cero. De ahi que son linealmente dependientes

en ese intervalo.

Dimension del espacio solucion

Vamos a mostar ahora la parte pendiente del principio de superposicion: el espacio so-
lucién de una ecuacion diferencial lineal homogénea de orden n es precisamente el orden
de la ecuacion.

Theorema 4.1.17. El espacio solucion de la ecuacion diferencial lineal homogénea de
orden n
Y™ + a1 ()" + 4 ay(2)y + ag(z)y =0, (4.1.7)

es un subespacio vectorial de C™(a,b) de dimensidn n.
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Prueba. Ya vimos que el conjunto solucién es un subespacio vectorial de C™(a,b). Mos-
tramos ahora que la dimension es exactamente n. Para ello, vamos a construir una base
B del espacio solucion que consiste exactamente de n elementos.

Sea xg € (a,b). Por el Teorema de Existencia y Unicidad, la ecuacién (4.1.7) admite

soluciones y1, 4o, . . ., y, tales que
yi(eo) =1, yi(we) =0, w(wo) =0, ... 4" (zo) =0,)
ya(wo) =0, yh(zo) =1, yi(zo) =0, ... yy" (zo) =0,
ya(wo) =0, yhzo) =0, yhlwo) =1, ... yi" (wo) =0, (4.1.8)
Un(20) =0, y(w0) =0, ¥'(x0) =0, ... y& V(xo)=1,]
Mostraremos que el conjunto B = {yi, 92, ..., yn} €s una base para el espacio solucién de
(4.1.7).
= las y1, Y2, ..., Y, son Li.:
Sean ¢, ¢y ..., c, € R constantes tales que
it (x) + coya(x) + ...+ cuyn(x) = 0.
Derivando esta ecuacion n — 1 veces, obtenemos el sistema
ayr(x) + coyo(z) + ...+ cuyn(z) = 0,
cayy(z) + cayp(z) + ..+ eyl () = 0,
ayl(x) + ey (z) + ...+ eyl (z) = 0, (4.1.9)
ay V(@) et V) 4+ e (@) = 0.
Evaluando en z(, resulta
C11y1 <$0) + CQOyQ(Io) +...+ cn0yn(xo) = 0,
10y (o) + clyh (o) + ... + ¢, 0y, (zg) = 0,
109" (20) + 200" (o) + . + eyl D(wo) = 0.
lo que resulta en ¢; = 0, co = 0, ..., ¢, = 0. De ahi que las y1,y2,...,%, son
linealmente independientes.
= las y1,¥o, ..., Y, generan el espacio:
Sea y(x) una solucién cualquiera de (4.1.7), y supongamos que y(z¢) = a1, y'(x¢) =
as, ¥'(wo) = as, ..., y" Y(x9) = a,. Por el Teorema de Existencia y Unicidad,

sabemos que y(x) es la unica solucién del problema de valores iniciales

y(n) + an_l<x)y(n_1) +...4+a (x)y’ + ao(a:)y = Oa
Sujeto a y(xo) = (;Lb y/(xo) = a27 y”(l’o) — a/3 N Z/(n_l)(QCO) = Ap.
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Sin embargo, el sistema (4.1.9) garantiza que también la funcién

g(l’) = alyl(x> + aQyQ(x) +.o.ot anyn('x>

es solucién del mismo problema. Luego, y(x) = g(x) = g(z) = a1y1(x) + azy2(x) +
...+ apyn(x). Esto muestra que toda solucion de (4.1.7) es combinacion lineal de
Y1, Y25 - -y Yn-

Por tanto, B es una base del espacio solucion. Como B tiene n elementos, la dimensién
de este espacio es n.

Ejemplo 4.1.18. La ecuacién y” —y = 0 estd definida en (—o00,00). Las funciones
y1(x) = cosh(x) y yo(x) = sinh(x) son soluciones de esta ecuacién (verifique!) tales que

1 4(0) =0,
y2(0) =0 45(0) = 1.

Luego, el teorema anterior garantiza que y; (), y2(z) forma una base del espacio solucién
de ¢y’ —y = 0. De ahi que la solucién general de esta ecuacion es

y(x) = a1y () + coyo(x) = ¢y cosh(x) + cosinh(x), ¢, 00 € R.

rem En las filas del sistema (4.1.8) no necesariamente los valores de las funciones y sus
derivadas en el punto xy deben ser la base canénicae; = (1,0,0...,0),e3 = (0,1,0...,0),

., en = (0,0,0...,1) de R™. El mismo argumento de independencia lineal funciona
siempre que los valores de estas derivadas sean n vectores linealmente independientes de
R™. rem

Ejemplo 4.1.19. Las funciones y;(z) = €* y y2(x) = e~* también son soluciones de la
ecuacion lineal y” —y = 0 (verifique!). Sus derivadas son y; = €” y y5 = —e~*, y tales
soluciones satisfacen

Como los vectores v; = (1,1) y v = (1,—1) son linealmente independientes en R?
(forman una base de R?), entonces el teorema anterior garantiza que e*,e~* forman otra
base del espacio solucion de y” — y = 0, distinta de la encontrada en el ejemplo 4.1.18.
De ahi que la solucion general de esta ecuacién también puede escribirse como

y(x) = c1e® + e, 1,00 € R.

Ejemplo 4.1.20. Las funciones y;(z) = €°, y2(x) = xe® y y3(x) = x2%e” son soluciones
de la ecuacion diferencial lineal homogénea y"” — 3y” + 3y’ — y = 0 (verifique!). Tales
soluciones satisfacen

y1(0) =1, 4(0)=1, »/(0)=1;
y2(0) =0 5(0) =1, y5(0) =2;
y3(0) =0 y5(0) =0, y3(0) =2.



Como los vectores (1,1,1), (0,1,2) y (0,0,2) son linealmente independientes en R? (; por
qué?) el teorema anterior garantiza que e*, xe® y z2e” forma una base del espacio solucién.
Asi, la solucién general de ¢y — 3y” + 3y —y =0 es

3 2
y(x) = coe” 4+ crxe® + coz’e” = (co + a1 + coz)e”, ¢y, c1,00 € R.

Corolario 4.1.21. Sean y;(z),y2(x), ..., ys(z) funciones definidas en (a,b), todas n — 1
veces diferenciables. Si para algin punto xo € (a,b), los vectores

(y1(0), ¥ (20), wi (x0), -y 91" V(w0)),
(v2(0). 3(w0). 9 (aa). ... 9" (@0). (41.10)
(yn(0), yh(xo), yi(xo), -, yénfl)(mo))a

son linealmente independientes en R", entonces las funciones yi,ya, ..., Y, son lineal-

mente independientes en (a,b).

4.1.3. El wronskiano

Queremos obtener un criterio simple que nos diga cuando un conjunto de funciones
Y1, Y2, - - -, Yn definidas en cierto intervalo (a,b), son linealmente independientes en ese
intervalo. Debido al teorema y al corolario anterior, una forma simple de saber si los
vectores en (4.1.10) son linealmente independientes es ver si el determinante

neo) wi(r0) wi(ro) .o )" (ro)
Y2(z0) ?/2(‘950) Y (o) 2 ‘(Io) (4.1.11)
Ya(wo) yh(zo) yi(wo) oy (o)

Recuerde de sus cursos de dlgebra lineal que, cuando este determinante es distinto de
cero, los vectores en (4.1.10) son linealmente independientes. Esto nos conduce a la

Definicién 4.1.22. Sean y;(x),y2(x),. .., y,(x) funciones definidas en el intervalo (a, b),
todas n— 1 veces diferenciables. Para cada punto = € (a,b), consideramos el determinante

() y2() ys(@) . (@)
n(@) (e ys(x) o yp(e)
Wiy (2), ... yn(z)] = | ¥ (2) ys () ys(z) .o (o) (4.1.12)
y' @) @) @) ()
Esta es una funcién Wiy, ..., y,] : (a,b) — R, llamada el wronskiano de yy,ya, ..., Yn.

Ejemplos 4.1.23. El wronskiano de las funciones z, 2x es

T 2

1 9 =2z —2x = 0.

Wiz, 2z] =
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El wronskiano de las funciones x, cos z, sin z es

T COST sin
Wlz,cosz,sinx] = |1 —sinz cosx | = x(cos® z+sin’ x)—(— cos z sin z+cos x sin )
0 —coszx —sinz

El wronskiano nos proporciona un criterio para la independencia lineal de funciones:

Theorema 4.1.24 (Criterio de Independencia Lineal). Sean yi(z),y2(x), ..., y,(x) fun-
ciones definidas en el intervalo (a,b), todas n — 1 veces diferenciables. Si el wronskiano

y1 () Y2 () Yn ()
Wy (), ..., yn(2)] = ylgx) yQEx) y”(x> (4.1.13)
@) @) ()

no es iénticamenta la funcion nula en el intervalo (a,b), entonces las funciones y1 (), yo(z), . . .

son linealmente independientes en (a,b).

Ejemplo 4.1.25. Las funciones cosh(z), sinh(z) son linealmente independientes en (—o0, 00).

En efecto, el wronskiano

cosh(z) sinh(z)

Wileosh(),sinh(z)] = .} (2)  cosh(x)

= cosh?(x) — sinh?(z) = 1,

para todo x € R.

Ejemplo 4.1.26. Las funciones e”, ¢~ son linealmente independientes en (—oo, 00). En
efecto, el wronskiano

para todo x € R.

Ejemplo 4.1.27. El wronskiano de las funciones fi(z) = /z + 5, fo(z) = /x + 5z,
fs(z)=x—1es

VT +5 \/_—|—5a: r—1

W[fhf??f?)] = Lf 2\f+1 1
1 1 O
12372 12372
- _%( ) 1z 3/2(\/_+5) (8x2+4x%/2)(x_1)+41%/2(\/5+5)
= 0.

Luego, el criterio no vale. Sabemos por el ejemplo (4.1.15) que las funciones fi, fa, f3 son
linealmente dependientes en (0, 00).
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rem Si el wronskiano Wiy, ..., y,] es idénticamente cero, no podemos afirmar nada res-
pecto a la dependencia o indepedencia lineal de las funciones y1, ys, ..., y,. rem

Ejemplo 4.1.28. Ya vimos en el ejemplo (4.1.16) que las funciones z°® y |z|* son lineal-
mente independientes en el intervalo (—oo, 00). Sin embargo, su wronskiano es

w3 —a

paraz <0: W[z |z])] = I —32° + 32° = 0.
R

paraz >0: W[z? |z])] = R 37° — 32° = 0.

Los ultimos dos ejemplos muestran que cuando el wronskiano de un conjunto de funciones
Wiy, ..., ys es nulo, puede ocurrir dependencia o independencia lineal de las funciones.
Sin embargo, cuando las funciones ¥y, . .., y, son soluciones de una misma ecuacién dife-
rencial lineal homogénea, podemos mejorar el criterio del wronskiano:

Theorema 4.1.29. Sean yi(z),y2(x), ..., yn(x) soluciones de una ecuacion diferencial
lineal homogénea de orden n

Y™ + a1 ()" + 4 ay(2)y + ag(z)y =0, (4.1.14)

definida en el intervalo (a,b). Entonces, las funciones yi(x),...,y,(x) son linealmente
independientes en (a,b) si, y solo si, el wronskiano

yix)  ye(z) Ya()
Wiy (@), ..., ya(2)] = yl(gw) QQE@ y”(x) #0 (4.1.15)
"V@) V() o (@)

no es iénticamenta la funcion nula en el intervalo (a,b).

Prueba. [=] Ya vimos esto en el teorema (4.1.24).
[<] Sea xg € (a,b). Considere el sistema de ecuaciones

cryr(o) + c2y2(wo) + .. + cayn(z0) = 0,
1ty (o) + cavp(To) + - .- + cuyl (o) = 0,
c1yy (o) + cayy (z0) + ... + i (z0) = 0, (4.1.16)

eyl (wo) + cayd™  (wo) + - 4 ey (wg) = 0.

Como el wronskiano Wy (z), ...,y ()] es idénticamente nulo, em particular Wy, (zo), . . .

0. Luego, el determinante del sistema (4.1.16) es cero, y por lo tanto el sistema (?? posee
una solucién no trivial (¢, ég, ..., ¢,) # 0. De ahi que la funcién

y(x) = eiyi(x) + Coyp(x) + ... + Culn()
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es una solucién del problema de valores iniciales

Y+ ana(2)y" Y+ a(@)y + ao(r)y =0,
sujeto a y(z) = 0, ¢/(x0) = 0, y"(x0) =0, ... y" D(xg) = 0.

Pero, la funcién nula y(x) = 0 es también una solucién de este problema. Por el Teorema
de Existencia y Unicidad, tenemos que

Gy (@) + Gya(x) + ...+ Cuyn(@) = Y(x) =0,

lo que muestra que las yq,ys, . .., ¥y, son linealmente dependientes.

Tenemos otro criterio para estudiar la independencia lineal de funciones:

Definicién 4.1.30. Sean yi,¥s,...,y, funciones definidas en el intervalo (a,b), todas
integrables en ese intervalo. Definimos el producto interno (producto punto) de la funcién
Y; € y; como

b
(Yi,yj) =y y; = / yi(2)y;(z) dz.

El determinante

Yr-9% Y1-Y2 - Y1 Yn
Y2-Y1 Y2-Y2 ... Y2°YUn
NS I L S
Yn Y1 Yn Y2 .- Yn Yn
se llama el determinante de Gram de vy, ...,y,. Tenemos el siguiente criterio:

Theorema 4.1.31 (Criterio de Gram). Sean y1(z), y2(x), ..., yn(x) funciones definidas
en el intervalo (a,b), todas integrables en ese intervalo. Si el determinante de Gram

Y- Y1-Y2 ... Y1 Yn

Y21 Y2-Y2 ... Y2-Yn
F(y17"‘7yn): . . . .

Yn Y1 Yn Y2 .- Yn Yn

no es iénticamenta la funcion nula en el intervalo (a,b), entonces las funciones y1 (), yo(z), . . .

son linealmente independientes en (a,b).

Ejemplo 4.1.32. En el intervalo (0, 1), las funciones = y 2z satisfacen

1 1 1
yl-y1=/ w’dr =35, Y-y =y =/ 20% do = §, y2'y2=/ 4o’ de = 3.
0 0 0
Luego el determinante de Gram es

1/3 2/3

Lle,22) = ‘2/3 4/3

’ 0
Sin embargo, sabemos que ambas funciones son linealmente dependientes.
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Ejemplo 4.1.33. En el intervalo (—1,1), las funciones y;(z) = 23 y ya(x) = |z|? satisfa-
cen

1
_ 6 1 71e=l 2
%ﬂl—/fdﬂﬁxhq—%

1 0 1
Yi-Y2 = /1x3]x\3dx:/1—g;6d;g+/0 2Sdr =1+

1 1
Y2 Y2 = / \$!6d33:/ xﬁdx:%.
-1 1

Luego el determinante de Gram es

~i=
i

2/7 2/7

Lz, 2z) = ‘2/7 2/7

o

Sin embargo, ya vimos que ambas funciones son linealmente independientes en ese inter-
valo.
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4.2. La formula de Abel

De acuerdo con el criterio de independencia lineal visto en la seccién anterior, un conjunto
de soluciones y;(z), ..., y,(z) de una ecuacién diferencial lineal homogénea de orden n es
linealmente independiente en un intervalo (a,b) si, y sélo si, su wronskiano no se anula
idénticamente en ese intervalo. Veremos que este resultado puede mejorarse a través del
siguiente teorema, que da una férmula explicita para el wronskiano.

Theorema 4.2.1 (Férmula de Abel). Sean yi(x), y2(z), ..., yn(x) soluciones de la ecua-
cion diferencial lineal homogénea de orden n

v+ ana @)y L+ an()y + ag(z)y =0,

definida en el intervalo (a,b). Entonces,

Wiy (@), ... yn(@)] = Wlyi(@o), - yn(20)] exp < - / an—1(1) dt>7 (4.2.1)
xo
para todo punto xo € (a,b).
Prueba. Para evitar el uso de las propiedades generales de los determinantes, probaremos
(4.2.1) s6lo para el caso n = 2. La prueba general es idéntica, excepto en que usa la
férmula para la derivada de un determinante de orden n.
Suponga que y; (), y2(x) son soluciones de la ecuacién diferencial

y' 4+ ay(z)y + ao(z)y = 0.

Entonces un calculo directo da

d d |yi(z) y(z)] _ d : /
“w - — _
= @)y (2) + 1 (@) () — i (2)ya(z) — i (2)y2(z)
= yi(@)y () — i (2)y2(2)
De la ecuacién diferencial original, tenemos 3" = —a;(x)y — ap(z)y. Sustituyendo este en

la derivada del wronskiano, obtenemos

%W[yl (@), y2(2)] = wi(x)s (@) — yi(x)y2(z)
= —y(x)(ar(2)ya(r) + ao(r)y2(2)) + (ar(@)yy() + ao(x)yi(2)) ya(x)
= —ai(@) (1 (@)ys(2) = y1(2)ya(2)) = —ar(x)Wyi(2), ya ()]
Luego, el wronskiano W = Wy, (z), y2(z)] satisface la ecuacién de primer orden % =
—ay(z)W. La solucién general de esta ecuacién es
W (x) = ce” J @ dz (4.2.2)

71



Si zg € (a,b) es un punto fijo cualquiera, la solucién particular que satisface la condicién
inicial W (zo) = Wly1(xo), y2(z0)] en el punto zg esta dada por

W(z) = Wlyi (), y2(z)] = Wyi (o), y2(xo)] exp < - / an-1(t) dt>,
que es la formula requerida.

La férmula anterior muestra que el wronskiano de un conjunto de soluciones de una
ecuacion diferencial lineal homogénea de orden n, o es distinto de cero, o es idénticamente
cero. Eso da una mejora en el criterio de independencia lineal

Theorema 4.2.2 (Criterio de Independencia Lineal, mejorado). Sean y;(z), y2(2), . .., yn(2)
soluciones de una ecuacion diferencial lineal homogénea de orden n

Y™+ g (2)y™ Y+ ay(2)y + ag(z)y =0, (4.2.3)

definida en el intervalo (a,b). Entonces, las funciones yi(x),...,y,(x) son linealmente
independientes en (a,b) si, y solo si, el wronskiano

Y1 (o) Y2 (o) o Yn(20)
W yi(20), - -, Yn(w0)] = yl(fo) yz(f()) . y’”‘(EIO) £0 (4.2.4)
" Vwo) y (o) . (o)

en algin punto xo € (a,b).
Ejemplo 4.2.3. El wronskiano de cualesquiera dos soluciones 1, 2 de la ecuacion dife-
rencial zy” 4+ 3’ + zy = 0 debe ser de la forma

Wiy (z), yo(z)] = ce” I H/ode = &

T

4.3. Reduccion del orden

Otra aplicacién de la férmula de Abel (4.2.1) es que usaremos esta féormula para encontrar
una segunda solucién de una ecuaciéon diferencial lineal homogénea de orden n, a partir
de una solucion no trivial ya conocida.

Por simplicidad, trabajamos el caso de una ecuacion de segundo orden.

Suponga que y; () es una solucién ya conocida de la ecuaciéon diferencial lineal homogénea
de segundo orden

y"' +ai(@)y’ + ao(z)y = 0.
Vamos a construir otra solucién ys(x) de esta ecuacién, a partir de y;(z). Tenemos dos
formas de calcular el wronskiano de las soluciones y; (z), y2(z). Por un lado, la definicién
del wronskiano, y por otro lado, la férmula de Abel (4.2.2). Comparando ambas, tenemos

yi(z) yo(x)
yi(z) yh(x)
yi(2)yy(x) — oy (@)ya(z) =

= W (z), y2(z)] = ceIn@de
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aciendo ¢ = omando a las vy, y; como coeficientes, la ecuacién anterior muestra
H d 1vt d | , fi tes, 1 t t
que yo(x) es una solucién de la ecuacién diferencial lineal no homogénea de primer orden

yi(2)y — yy(2)y = e S (@)
Resolvemos esta iltima ecuacién diferencial:

» y;,: La ecuacién homogénea asociada es y;(x)y" — y(2)y = 0. Separando esta ecua-

cién, obtenemos
d (x)
/y / o= [ d(lozn(e)

luego la solucién es yp(z) = cyi(x

» y,: Proponemos una solucion particular de la forma y,(z) = u(z)y;(x). Sustituyendo
en la ecuacién, obtenemos

(@) (W (@) () + w(@)y) (2) — ¥ (2)u(@)y(z) = yi(a)' (@) = e S @

de modo que v’ = y—ée‘f a(z)dz Tntegrando, resulta
1

1
_ — [ai(z)dz
Yp(2) yl(x)/y%(x)e dzx.

Portanto, la solucién general de esta ecuacion diferencial es

y(x) = y1(x) (c + / y;x)efal(x) de da:).

Podemos elegir ¢ = 0, y obtenemos la solucién particular

ya(x) =y () / y%zx)ef a@dr gy (4.3.1)

Investigamos ahora la dependencia o independencia lineal de y;(z) y y2(x). Calculando
el wronskiando de estas dos soluciones, tenemos

yi(z) yo(w)
vi(z) ya(x)
” yi [ pe D dy

3/1 3/1 f yl fal ) dz dr + —fai(z)d

1 1
— ylyl/y_e Jai(z dl“dx—l—e*fal(z) _ylyl/y_e Jai(z d:rdx

1 1

_ e—fm(:v) dx

Wiy (), y2(2)] =

Como este determinante es una exponencial', nunca se anula. Luego, el criterio del wrons-
kiano implica que y;(z) y yo(z) siempre son linealmente independientes. Es decir, el
método de reduccion del orden siempre proporciona unan segunda solucién linealmente
independientes a partir de una solucién ya conocida.

1La férmula de Abel (4.2.1) ya nos dice que el wronskiano de las soluciones de y; (), y2(z) debe ser
— [ai(z)dx
e
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Ejemplo 4.3.1. La funcién y;(z) = €® es una solucién de la ecuacion diferencial y” —
2y’ 4+ y = 0 en el intervalo (0o, 00). Construimos una segunda solucién por el método de
reduccién del orden. Proponemos una solucion de la forma y(z) = u(z)yi(x) = u(x)e”.
Las derivadas son yh, = e*u’ + e®u, v’ = e"u” + 2e™u’ + e"u. Sustituyendo en la ecuacién

diferencial, tenemos

(W' +2u" +u)e” —2(u' +u)e” +ue® = y' -2y +y=0
(W' +2u +u—2u" —2u+u)e®* = 0

et = 0.

Como e” nunca es cero, tenemos u” = 0. Integrando dos veces, obtenemos u(x) = ¢; +cox.
Luego, la solucién es yo(z) = (¢1 4+ cox)e®. Haciendo ¢; = 0y ¢o = 1, una segunda solucién

particular es

ya(x) = xe®.

Observe que esta misma solucion se obtiene al aplicar directamente la formula de reduc-
cién del orden (4.3.1). De hecho, como la ecuacién diferencial es y” — 2y’ +y = 0, tenemos
que a1 (z) = —2. Luego,

1
_ — Jai(z)d= d
y2<l') n (l') / yz(x)e T

1

= ex/e_%epdm dx = ex/e_he% dr = ex/ dx = xe”.

2 es una solucién de la ecuacién diferencial z2y” +

Ejemplo 4.3.2. La funcién y;(z) = =
23y — 2(1 + 2%)y = 0 en el intervalo (0,00). Construimos una segunda solucién por el
método de reduccién del orden. Proponemos una solucién de la forma ys () = u(x)y; (z) =
u(x)z?®. Las derivadas son yb = z%u' + 2zu, vy = x*u” + 4zu’ + 2u. Sustituyendo en la

ecuacion diferencial, tenemos
22 (22" + dau’ + 2u) + 23 (2% + 27u) — 2(1 4+ 2?)ur? = 2+ 2%y — 21+ 2Py =0
ot + 4+ 220%u + 2P + 22t — 2270 — 22'u = 0
2} (xu” + (4 +2*)u) = 0.

Haciendo v = v/, tenemos v' = u”. Luego la tltima ecuacién es zv" + (4 + z?)v = 0, una
ecuacion separable. Resolviendo, obtenemos

d 4+ z? 4
—U:—/ e da::—/(—+m)dw=—4logm—%x2‘+6.
v x x

1 1
De ahi que la solucién es v(z) = c;z~%e 2%, e integrando u(z) = ¢; [z % 2% dx + co.

Haciendo ¢; = 1 y ¢ = 0, obtenemos una segunda solucién particular
2 2 4 -1
yo(z) = u(x)z” =x /az e 2" dx.
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Observe que esta misma solucion se obtiene al aplicar directamente la férmula de reduc-
cién del orden (4.3.1). Como la ecuacién diferencial escrita en forma normal es y” + xy’ —
2(z72 + 1)y = 0, tenemos que a;(r) = x. Luego,

wle) = nia) [

yi(z)
1
= x2/:(:_46_f"”dw dr = 5(32/I_46_§x2 dx.

e*flll(m) dx dr

Observacion 4.3.3. Usualmente el método de reduccion de orden funciona de manera
simple cuando queremos resolver una ecuacion de segundo orden. Es decir, si conocemos
una solucién particular y;(z) de una ecuacién de segundo orden, podemos construir una
segunda solucién ys(x) a partir de ;.

Este mismo método puede replicarse para construir una solucién particular de ecuaciones
de orden superior, cuando se conocen previamente otras soluciones. Por ejemplo, si cono-
cemos dos soluciones linealmente independientes (), y2(x) de una ecuacién de orden
3, podemos construir una tercera solucién particular ys(z), a partir de y; y y2. El método
se hace de la misma forma, y en este caso nos conduce a resolver una ecuacion de orden 2.

En general, si conocemos n — 1 soluciones linealmente independientes de una ecuaciéon
de orden n, podemos construir una nueva solucién vy, independiente de las anteriores. En
este caso, el método de reduccion de orden nos conduce a resolver una ecuacion de grado
n — 1, de ahi el nombre del método.

Ejemplo 4.3.4. Las funciones y;(z) = €* y yo(z) = xe® son soluciones linealmente
independientes de la ecuacién y” — 3y” + 3y’ —y = 0 en el intervalo (—oo, 00) (verifique!).
Usamos el método de reduccién de orden para hallar una tercera solucién de esta ecuacién.
De la definicion del wronskiano y la férmula de Abel, tenemos

yi(x) ya(r) ys(x)

(@) wh(z) yh(x)] = Wn(@), ya(2),ys(x)] = e S0
yi(x) yy(x) ys(x)
e’ re® Y3
e xe® 4 e* yé _ €f3da: — 3
e’ we® +2e" yY
1 Z Y3
1 x4l | = ol 3dr _ 3o
1 2+2 yj

621:(yg _ Qyé + y3) — 633:.

El determinante anterior indica que y3(x) debe ser una solucién de la ecuacién diferencial
de orden 2:
y// _ 2y/+y — e:t
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Atn no hemos aprendido cémo resolver este tipo de ecuaciones (asi que no se preocupe
si no consigue resolverla). La solucién general de esta ltima ecuacién es y(z) = c;e” +
coxe” + %x%‘”. Eligiendo ¢; = ¢ = 0, obtenemos la solucién particular y3(z) = %xQe”C.

El lector puede verificar que esta tltima solucién es linealmente independiente con y; (x) =

e’y yo(x) = ze®.
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4.4. La notacion de operador

En esta seccion, iniciamos los métodos para resolver ecuaciones lineales. Comenzamos con
el caso més simple, cuando la ecuacion lineal es homogénea y los coeficientes son funciones
constantes. Previo a mostrar como funciona este método, hacemos una pequena revision
sobre la notacién de operador.

Recordemos que dada una ecuacion diferencial, podemos reescribirla usando la notacién
de operador. Esto es,

y =Dy, y'=D(Dy) =D, y"=D(D%)=D%, .. y"™=D".
Asi, la ecuacion lineal
Yy ana @)y L a(2)y” 4 an(2)y + aolx)y = f(x)
puede reescribirse como

D™ + ap_y(2) D"ty + ...+ as(x)D?y + ay(2) Dy + ap(x)y = f(x)
(D™ + ap_1(2)D" ' + .. 4 ag(2)D* + a1 (2)D +ag)y = f(x).

Esta notacién tiene la ventaja que puede algebrizarse. Es decir, podemos tratar los dife-
renciales DF como si se tratase de un polinomio en la variable D. Asi, la ecuacién anterior
se ecribe como Ly = f(x), donde el polinomio

L=D"+a, (x)D" " + ...+ as(x)D* + ay(x)D + ag
es un operador diferencial.
Un operador diferencial lineal es el equivalente a las transformaciones lineales que usted

ha visto en los cursos de algebra lineal. La diferencial es que en lugar de actuar sobre
vectores de R, actia sobre funciones diferenciables en algin intervalo.

Definicién 4.4.1. Sea (a,b) un intervalo, y considere C™(a,b) el espacio de funciones
n veces diferenciables en (a,b). Un operador diferencial lineal L es una transformacién

lineal L : C"(a,b) — C™(a,b).
Asi, el operador L = D" + a,,_1(z)D" ' + ... 4+ as(z)D* + a;(x)D + ag es el mapa que
manda
Y~y ana @)y 4 ax(@)y” + ai(@)y + agy.
Un buen ejercicio para el lecto es verificar que todo polinomio de la forma
L=D"+a, 1(x)D" '+ ... 4+ as(z)D* + ai(x) D + ag

define un operador diferencial lineal. Mostramos el caso de un polinomio de grado 2:

Ejemplo 4.4.2. El polinomio L = ay(x) D*+a;(x) D+ag(x) define un operador diferencial
lineal en C?(a,b). De hecho, si y es una funcién dos veces diferenciable en (a, b), tenemos
que

Ly = (ag(x)D2 +ai(x)D + ao(x))y = (ag(x)DQy + ai(x)Dy + ao(x))y
= ax(@)y" + a1 (2)y + ao(2)y.
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Mostramos ahora que L es un operador lineal. Si 3,70 € C?(a,b), para cualesquiera
constantes ¢, cs € R tenemos

L(ciyy +cayp) = aa(x)(crya + caya)” + ar(x)(ciyn + cayp)’ + ao(w)(cryr + caya)
az(z)(cryy + cays) + ai(z)(c1yy + cays) + ao(w)(c1yr + c2yo)
ci(ag(2)y) + ar(x)y) + ao(z)y1) + calaa(2)yy + ar(x)ys + ao(z)ys)
= c1Lys + oLy

Luego, L es una transformacién lineal en C?(a, b)

4.5. Ecuaciones lineales con coeficientes constantes

Tratamos el caso de ecuaciones lineales en los que los coeficientes ag(z), a1 (), . .., a,(x)
son todos constantes. Es decir ag(x) = ag, a1(x) = ay, ..., a,(x) = a,, con los a; € R.

Recordemos el caso de una ecuacién de primer orden. La ecuacién
Y +apy =0 (4.5.1)

es separable. Separando las variables, obtenemos dy = —agdx, de modo que log(y) =
—ap(z) + ¢é. Al quitar el logaritmo, obtenemos la solucién general

—apT

y(x) = ce
En la notacién de operador, la ecuacién (4.5.1) se escribe como
Ly = (D +ap)y =0, (4.5.2)

donde L = D + ag es un operador diferencial lineal de orden 1. Como ya sabemos que la
solucion debe ser una exponencial, una alternativa al método de separacion de variables
es proponer una solucién con la forma deseada. Veamos que acontece si proponemos una
solucién de la forma y(z) = e™*:

Como y = ™", su derivada es y' = me™", luego

Y + agy = me™ + age™” = (m + ag)e™* = 0.

Como una exponencial nunca se anula, se sigue que m + a9 = 0, y portanto m = —ay.
Luego, la solucién bésica debe ser de la forma y(z) = e?7. De la teoria de ecuaciones
lineales, la solucion general debe ser el espacio vectorial generado por esta soluciéon bésica:

—apx

y(x) = ce
lo que coincide con la solucion obtenido por separacion de variables.
Observe que con este método obtuvimos el polinomio (m + ag), cuya raiz es m = —ay.

Este polinomio obtenido no es casualidad, sino que es exactamente el polinomio corres-
pondiente al operador L = D + ag.
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Definicién 4.5.1. Sea L = D" +a,_1D" ' 4.. . +asD*+a,D+ay un operador diferencial
con coeficientes constantes. El polinomio

pr(m) =m" 4+ a,_1m" ' + .. 4 agm® + aym + ag

es llamado el polinomio caracteristico, (o polinomio asociado) a la ecuacién diferencial
Y™ a1y Y 4 agy” + ar(2)y + agy = 0.

Imitamos ahora este método de solucién para el caso de unaa ecuacién de orden n

Y™ 4 a1y Y £ 4 any” + a1 (z)y" + agy = 0.

roponemos un ucién basi rm = ", riv ny = me
Proponemos una solucion bésica de la forma ™ Las derivadas son 1/ me.
Yy = m2e™, " = mPe™®, ...y = m"e™. Al sustituir en la ecuacién diferencial,
obtenemos

Yy a1y Y+ ragy” +a(2)y +agy = 0
m"e™ 4, m" ™ 4 4 agmPe™ + ai(x)me™ + ape™ =
(m™ + ap_ym" 4.+ aym® + ar(z) + ag)e™ =
pr(m)e™ =
De nuevo, la exponencial nunca es zero, de modo que pr(m) = 0, y los posibles valores
de m que cumplen la ecuacion diferencial, son las raices del polinomio caracteristico.

El método de resolucion de ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes se
basa en la observacion anterior. Proponemos de nuevos una solucion béasica de la forma
y = €™, Al sustituirla en la ecuacién diferencial obtenemos un polinomio en la variable
m (el polinomio caracteristico), cuyas raices nos proporcionan los valores adecuados de
m que cumplen la ecuacién diferencial.

Ejemplo 4.5.2. Hallar la solucién general de la ecuacién y” + 5y + 6y = 0.

En notacién de operador, la ecuacién se reescribe como (D? + 5D + 6)y = 0, luego el
polinomio caracteristico de esta ecuacion es m? +5m + 6 = (m + 2)(m + 3) = 0. Las
raices de esta ecuacién son m = —2 y m = —3. Asi, tenemos dos soluciones basicas

2x

yi(z) =e 2y yolz) = e

Portanto, la solucién general debe ser el espacio generado por las soluciones bésicas, esto
es

y(x) = cre™* 4+ e, cp,c €R.

Este método de solucién se subdivide en varios casos, atendiendo al tipo de raices del
polinomio caracteristico:
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4.5.1. Raices reales distintas

Cuando todas las raices de polinomio caracteristico son niimeros reales distintos, digamos
my < mg < ...Mm,, podemos asegurar que las n soluciones basicas y; = ™%, yy = €"?%,
.., Yn = €M% gon linealmente independientes, de modo que éstas generan siempre la
) )
solucion general.

Por ejemplo, para el caso n = 2, tenemos raices reales m; < my. El wronskiano de las
soluciones basicas y; = €%, y, = ™" es

1T €m2$ 1 1

Mo M2t

(mgy — my )emTm2e oL (),

mixT _mox
e e

W[yla 3/2]

em
mpe™* my Moy

el cual nunca se anula, pues m; # ms.

En el caso n = 3, tenemos raices reales mp < meo < Msg. El wronskiano de las soluciones
)

bésicas 1= e 5 = em2® ) = €™ es
) 3

emlx emgx em3x 1 1 1

= mix ma2x mar| MmiT _MaT M3T

W[y17y27y3] - mie ! moe 2 mse 3 =1|m; mo mgle 1T ST2T ;M3
2,miz 2 mox 2 max 2 2 2

2 2 2 2 2 2
(mim32 4+ mam32 + mam? — m3my — mams — mim; )e'

= (my — ma)(my — mg)(mg — my )elmimatma)z oL o

m1+ma+m3)z

el cual nunca se anula, pues m; < my < mg.

En general, para una ecuacién de orden n, con raices distintas m; < mqg < ... < m,, €l
wronskiano de las soluciones bésicas y; = ™% ... y,(z) = ™" es

Wiy, ...

este ultimo determinante se

emie
mqe™®
) yn} =
m’f’lem”
1 1
my ma
2 2
n—1 n
my my

1<i<j<n

emaa eMn®
moe™?® mpe™n*
mnflemgaz mn—lemnx
2 n
1
mp
2
m; | gMmeemae .
-1 n—1

H (mj _ mi)e(m1+m2+...+mn)x £ 0.

Ejemplo 4.5.3. Hallar la solucién general de v — 2y” — 3y’ = 0.

En notacién de operador, la ecuacién se reescribe como (D3 — 2D? — 3D)y = 0, luego el
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polinomio caracteristico de esta ecuacién es m® —2m?* —3m = m(m+1)(m —3) = 0. Las
raices de esta ecuacién son m =0, m = —1 y m = 3. Asi, tenemos tres soluciones basicas

. )=y y(z) =M

Portanto, la solucién general es

- 3
y(x) =c1 + e + c3e”®, c1,c9,c3 €R.

Ejemplo 4.5.4. Hallar la solucién general de 16y — 14y" — 21y" 4+ v + 3y = 0.
En notacién de operador, la ecuacién se reescribe como (16 D*—14D3—21D%*+D+3)y = 0,

luego el polinomio caracteristico de esta ecuacién es 16m* — 14m?3 — 21m? + m + 3 = 0.
3

Haciendo division sintética, encontramos que las raices de esta ecuacion son m = £,

m = —% ym = %5 Asi, tenemos cuatro soluciones bésicas
1 3 1+v5 1-v5
— e ) = e, w)=c 77y wle)=e 2
yi(x) = e72%, o) = €8, ys(z) =e Y yaz) =e

Portanto, la soluciéon general es

S
S

1 3 1+ 1
y(x) =cre 2" +e8” +cze” 2 THeqe 2T g, 09,03,04 €R.

Comentario. Para hallar las raices de un polinomos, podemos usar muchos métodos:
factorizacién, formula cuadratica, cubica o cuartica, division sintética, métodos numéricos
(e. g. Newton).

4.5.2. Raices reales repetidas

Supongamos que al resolver el polinomio caracteristico de una ecuacién lineal con coefi-
cientes constantes, obtenemos alguna raiz repetida, es decir, una raiz con multiplicidad
k > 1. Por ejemplo, la ecuacién diferencial

y' —2ay +a*=0, conackR,

posee el polinomio caracteristico m? —2am+a? = (m —a)? = 0, cuyas raices son m = a 'y
m = a. Si construimos las soluciones basicas dadas por estas raices, tenemos un problema:

axr

yi(r) =€, vy p(r)=ec

axr

Observe que la segunda solucion béasica y» coincide con y;. Luego, ambas soluciones bésicas
no son linealmente independientes. Esto produce un problema a la hora de proponer la
solucion general como

y(r) = c1y1 + caya = ce™,
puesto que obtenemos una familia 1-paramétrica de soluciones, mientras que la teoria de
las ecuaciones lineales nos dices que deberiamos esperar una familia 2-paramétrica.

Entonces, ;c6mo podemos obtener una segunda solucién bésica, yo () que sea linealmente

independiente de la solucién bésica y; () = e**7 jes posible?, jcomo la construimos?. Para
el caso de multiplicidad 2, en la ecuacion anterior, podemos usar varios métodos:
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= Reduccién del orden: Recordemos que en la seccién anterior vimos como la férmula
de Abel proporciona un método para construir una segunda solucién linealmente
independiente, a partir de una solucién ya conocida. Podemos usar la férmula de
reduccién de orden y;(z) = e para construir una segunda, que sea linealmente
independiente: (en este caso a;(z) = —2a)

we) = w0 [

yi(r)

1
_ etw/ 2axef2adz dr — % [ e~207p2ax j, _ 0@ dr
€

= ze*.

e—fal(x) dx dr

El método de reduccién del orden garantiza que y;(z) = e** y yo(x) = xe® son Li.

» Variacién de parametros: Proponemos una segunda solucién de la forma yo(z) =
w(x)yi(z) = ue®®. Las derivadas son 3, = u/e®+uae™, y) = u"e*+2au'e*+ua®e®.
Luego, al sustituir en la ecuacion original, tenemos

Yy — 2ayy + a’ys = (u” + 2au’ + a*u)e™ — 2a(u’ + au)e™ + a*ue™

= (U +2au + a*u — 2au’ — 2a*u + a*u)e™ = u"e™ = 0.

Como la exponencial nunca se anula, debemos tener u” = 0, luego u(x) = ¢; + ca.
Se sigue que ya () = ue™ = (¢ + cox)e™ = 1™ + coxe™. Podemmos hacer ¢; = 0
(pues este término ya estd contenido en la solucién bdsica yi(x)), y c2 = 1. Asi,
obtenemos una segunda solucién bésica ys(x) = ze®.

En cualquier caso, la solucién general de la ecuacién tiene la forma y(x) = ¢ + coxe®.

Para el caso de multiplicidad 3, repetimos estos métodos. Por ejemplo, la ecuacién dife-
rencial
y' —3ay” +3a*y —a®* =0, conac€R,

posee el polinomio caracteristico m® — 3am? + 3a*m — a® = (m —a)® = 0, cuyas raices son
m =a, m =ay m = a, una raiz de multiplicidad 3. Construimos una segunda solucion
a partir de y;(x) = ™

» Variacién de parametros: Proponemos una segunda solucién de la forma yo(x) =
u(x)yi(z) = ue®®. Las derivadas son yy = v'e®+uae™, yy = u”e+2au'e™ +uae™
vy = u" e +3au" e +2a*u e +aue. Luego, al sustituir en la ecuacién original,

tenemos

(u"” + 3au” + 3a*u' + a*u)e™ — 3a(u” + 2au’ + a*u)e™ + 3a* (v + au)e™ — aPue™
(" + 3au” + 3a*u’' + a*u — 3au” — 6a*u’ — 3a*u + 3a*u’ + 3aiu — aPu)e™

"
U 6(1"17

Como la exponencial nunca se anula, debemos tener v = 0, luego u(x) = ¢; +cox+
c3r?. Se sigue que yo(r) = ue™ = (¢ + cox + c332)e?” = 1% + cywe™ + c3ret”.
Podemmos hacer ¢; = 0 (pues este término ya estd contenido en la solucién bésica
y1(x)), co = 0 (pues este término ya esta contenido en la solucién bésica yq(z) =
re™), vy c3 = 1. Asi, obtenemos una tercera solucién bésica y3(r) = r?e®*.
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Luego, la solucién general de la ecuacién tiene la forma y(x) = ;€% + core® + czr?e®.

En el caso general, si el polinomio caracteristico posee una raiz m de multiplicidad k,
obtenemos las soluciones bésicas

yi(z) =™, yo(x) = ze™, ys(x) = 22e™, ..., ye(x) = 2" te™
Ejemplo 4.5.5. Hallar la solucién general de y” 4+ 4y’ + 4y = 0.
En notacién de operador, la ecuacién se reescribe como (D? + 4D + 4)y = 0, luego el
polinomio caracteristico de esta ecuaciéon es m? +4m + 4 = (m — 2)? = 0. Las raices de
esta ecuacion son m = 2, con multiplicidad 2. Asi, tenemos las soluciones basicas

2x

y(x) = e, y(w) = ze*”.

Portanto, la soluciéon general es

2 2
y(r) = c1e”® + cowe™, 1,09 € R.

Ejemplo 4.5.6. Hallar la solucién general de vy + 3y” — 9y’ — 27y = 0.

En notacién de operador, la ecuacién se reescribe como (D?+3D? —9D —27)y = 0, luego
el polinomio caracteristico de esta ecuacion es m?® +3m? — 9m — 27 = (m* — 9)(m +3) =
(m —3)(m+ 3)% = 0. Las raices de esta ecuacién son m = 3, y m = —3 con multiplicidad
2. Tenemos tres soluciones béasicas

3x 3x

y1<CL’> =€, y2(x) =e ) y y3($) - I6_3r.

Portanto, la soluciéon general es

3 -3 —3
y(x) = c1e” + coe " 4+ cgre ", 1,090,053 € R.

Ejemplo 4.5.7. Hallar la solucién general de (") 4 2y®) 4 4(®) = 0.

En notacién de operadores, la ecuacién es (DS + 2D° + D)y = 0, luego el polinomio
caracterfstico es m% +2m® +m?* = m*(m+1)? = (m — 3)(m + 3)? = 0. Las raices de esta
ecuacién son m = 0 con multiplicidad 4, y m = —2 con multiplicidad 2. Tenemos seis
soluciones basicas

—T —x

yl(w) = 17 y?(x) =T, y3(x) = xQ’ y4($) = ZL‘S, y5($) =€,y y6(x> = zre

Portanto, la soluciéon general es

y(r) =1 + cor + 32?4 cax® + cse™ + cge 7.

4.5.3. Raices complejas

Recordemos que en el plano R?, podemos reescribir las coordenadas de un punto p = (x, y)
en forma polar p = (7, 0), donde

r = rcosb,

= rsinf.
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En el caso de un niimero complejo z = x + 1y, podemos reescribir la forma polar como
z=x+1iy = (rcosf) +i(rsiné).

Desarrollamos ahora una forma mas compacta para escribir ultima representacion de z.
Esta notacién se conoce como la forma polar de un niimero complejo.

Theorema 4.5.8 (Identidad de Euler). Para cualquier nimero complejo z € C, vale
€' = cos z +isin z. (4.5.3)

Prueba. Vamos a probar la identidad de Euler usando una version del Teorema de Exis-
tencia y Unicidad de soluciones, para ecuaciones diferenciales complejas?. Sea z € C una
variable compleja. Considere la ecuacién diferencial de primer orden

dy
—~ —w =0 0)=1. 4.5.4

Esta es una ecuacién separable, cuya solucién general es y(z) = ce®. Valuando la condi-
cién inicial y(0) = 1, obtenemos que ¢ = 1, luego la solucién particular es y(z) = €. Por
otro lado, la funcién

g(z) = cosz +isinz

es tal que §'(z) = —sinz 4 i cos z. Luego
g —ig = (—sinz +icosz) —i(cosz +sinz) = (—sinz + sin z) 4+ i(cos 2 — cos z) = 0,

y 9(0) = cos0 + isin0 = 1. Asi, § es también solucién de la ecuacién (4.5.4). Por el
Teorema de existencia y unicidad, el problema de valores iniciales (4.5.4) posee solucién
tnica. Portanto y(z) = 7(2), y obtenemos

e"” =cosz+isinz, paratodo z € C.

Como consecuencia de la formula de Euler, tenemos

1T

e =cosx +isinx, para todo nimero real x,
e =cosx —isinz, para todo nimero real
e = cosbr +isinbr,  para cualesquiera nimeros reales b, x
elatitle — gazgibe e*(cosbr +isinbx),  para ndmeros reales a,b, x.

Recordemos que para un polinomio con coeficientes reales, las raices compkejas siempre
aparecen en pares de la forma a + bi. Si a + bi, con b # 0, es un par de raices complejas
del polinomio caracteristico de una ecuacién diferencial, entonces la identidad de Euler
nos dice que obtenemos las soluciones basicas

71 (x) = @t = % (cosbr + isinbr),  fa(z) = 97T = €97 (cos bx — i sin bx).

2El teorema de Picard tiene un andlogo para ecuaciones diferenciales de primer orden en el plano
complejo C. Una forma alternativa de probar la identidad de Euler es usando series de potencias. Para
ello, véase cualquier texto de ecuaciones diferenciales.

84



Sin embargo, estas dos soluciones son funciones complejas. Nosotros estamos interesados
en hallar soluciones reales. Para ello, consideramos las combinaciones lineales:

yi(z) = (G + 1) = 3(e*(cosbr + isinbz) + e**(cosbr — isinbz))
= e"cosbr,
yo(x) = 5:(71 — o) = 5 (e*(cosbx + isinbx) — " (cos bxr — isin bx))
e sin bx,

Estas dos ultimas son soluciones reales de la ecuacién diferencial. Mas todavia, su wrons-
kiano es

e* cos bx e sin bx

Wiy, 2] ae®® cosbr — be* sinbx  ae® sin bx + be** cos bx

= " (acos brsin bz + bcos? br — a cos br sin br + bsin® br)

= be™ # 0,
lo que muestra que y; y y2 son soluciones linealmente independientes.

Ejemplo 4.5.9. Hallar la solucién general de y” +y = 0.
La ecuacién se reescribe como (D? + 1)y = 0, luego el polinomio caracteristico de esta
ecuacién es m?+ 1 = 0. Las raices de esta ecuacién son m = =i, y tenemos las soluciones
bésicas

y1(r) = cosx, y(x)=sinw.

Portanto, la soluciéon general es

y(x) = crcosx + cysinx, ¢1,co € R,

Ejemplo 4.5.10. Hallar la solucién general de v + 4" + y = 0.

En notacién de operador, la ecuacién es (D? + D + 1)y = 0, luego el polinomio carac-
teristico es m? +m + 1 = 0. Las raices de esta ecuacién son m = %ﬂ = —% + @
Asi, tenemos las soluciones basicas

—lx V3 —l:(:
2 5 2

M=
5

y(x) =e z,  ya(x) =e 2"sin

Portanto, la soluciéon general es

1 1
— e 2% cog V3 —3% ¢
y(x) = cre” 2% cos w4 cpe” 27 sin .

B

4.5.4. Raices complejas repetidas

Al igual que en el caso de la raices reales repetidas, podemos usar el método de reduccion
de orden para generar una segunda solucion linealmente independiente a partir de una
solucién conocida. Si a =+ bi es un par de raices complejas del polinomio carateristico, con
multiplicidad k, obtenemos las soluciones bésicas

y1(x) = e cosbr, ys(x) = e*®cosbr, ys(xr) = xe®cosbr, ys(x)= xe” sinbz,

{L‘k_l azx

e cosbx, yop(x) = ¥ e

cy Yau—a(x) = e sin bzx.
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Ejemplo 4.5.11. Hallar la solucién general de y™) + 2y" 4+ y = 0.

En notacién de operador, la ecuacién es (D* +2D? + 1)y = 0, luego el polinomio carac-
terfstico es m? + 2m? + 1 = (m? + 1)? = 0. Las raices de esta ecuacién son m = +i, con
multiplicidad 2. Asi, tenemos las soluciones basicas

yi1(z) =cosz, yolz) =sinz, ys(x)=zcosz, ys(r)=axsinx

Portanto, la solucion general es

y(x) = c1cosx + eysinx + cgxcos T + cyx sin .
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4.6. Meétodo de los coeficientes indeterminados (superposicion)

En esta seccién estudiamos un método para resolver ecuaciones diferenciales con coefi-
cientes constantes no homogéneas

an(2)y"™ + .+ ax(@)y" + ar(2)y + ao(z)y = f(z).

Veremos que esta técnica funciona para un conjunto muy restricto de funciones f(z),
pero que facilita bastante la solucién en estos casos. Iniciamos con un principio general.

Proposicién 4.6.1 (Principio de Superposicién para ecuaciones no homogéneas). Su-
ponga que y1(x),y2(), ..., yx(x) son soluciones particulares en el intervalo (a,b), respec-
tivamente, de las ecuaciones lineales

an(@)y™ + .+ ax(@)y’ + ar(2)y +aolx)y = fi(x),
an(2)y™ + ..+ ax(2)y + ar(2)y + ao(x)y = fal2),

: _ (4.6.1)
an(2)y"™ + .+ ax(@)y + a(@)y +a(z)y = fi(w),

en el sentido que y;(x) es solucidn de la i-ésima ecuacion en esta lista. Entonces, la
funcion y, : (a,b) = R dada por

Up(z) = y1(x) + yo(z) + ... + yr(x)
es solucion de la ecuacion lineal no homogénea
an(2)y™ + .+ as(@)y” + a1 (2)y + ao(z)y = fi(z) + ...+ ful(2). (4.6.2)

Prueba. Como y;(x) es solucién de la i-ésima ecuacion en (4.6.1), entonces

an()y"” + ..+ ax(@)y! + ar (@) + ao(z)ys = filz), i=1,2... k.
Luego, como los operadores diferenciales D™ son lineales, la funcién y(x) = y1+ye+. . . +ys
es tal que

any(") +.. o tay +ay ay =

an(yr + . y) ™+ daa(y ) () Faolyn )

= (an(@)yt"” + .. a @)y, + ao(@)y) + o+ (an(@)y” + o an(@)yh -+ ao()yr)

El método de coeficientes indeterminados, consiste en proponer una solucién particular
de la ecuacién no homogénea de la forma adecuada, dependiendo de la funcién f(x) que

aparece en el lado derecho de la ecuacién diferencial lineal.
El método se aplica cuando:
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= los coeficientes ag, aq, ..., a, son constantes,

» la funcién f(x) es alguno de los siguientes tipos:

e funciones constantes f(x) = b,

e funciones polinomiales f(x) = b,x" + ...+ byx + by,

e funciones exponenciales f(x) = be®*,

e funciones trigonométricas de la forma f(z) = acosbxr 6 f(x) = asinbz,

e cualquier suma o producto de un nimero finito de las anteriores.
Para cada una de las funciones, ahora en lugar de proponer una solucién particular y,
acorde a f(x), el método consiste en hallar un operador anulador adecuado. Luego, las

constantes de la solucion particular adecuada se hallan de la misma forma que en el
método de los coeficientes indeterminados.

Funcién f(x) Solucién particular y, propuesta
c A.
cx Az + Ay.
cx? Asx? + Ajx + Ap.
cx™ Apx™ + ...+ A+ Ay
et Apt
ccos bz A; cosbx + Assin bz
csin bz A; cosbx + Assin bz
cx"e™® (Apa™ 4+ ...+ Az + Ap)e™
cx™ cos bx (Apz"™ + ...+ Ajx + Ap)(By cosbx + By sin bx)
cx™ sin bx (Apz™ + ...+ Ajx + Ap)(B1 cos bx + By sinbr)
ce™ cos b Aje cos(br) + Age® sin bx
ce™ sin bx Aje cos(br) + Age® sin bx
cx"e cosbr | (Apa™ + ... 4 Ag)(Cre™ cosbr + Cae™ sin bx)
cx"e™sinbr | (Apz" 4+ ...+ Ag)(Cre* cosbx + Cae™ sin bx)

Ademsds, debemos tener en mente la siguiente Regla de independencia lineal: Cada
término de la solucién particular propuesta y, debe ser independiente de los términos

de la solucion homogénea asociada. Si esto no ocurre, es decir, si un término [J no es
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independiente, éste se modifica. Para ello, tal término [ se multiplica por alguna poten-
cia de x: Oz, 022 023, ... hasta hallar un término que sea independiente de la solucién

homogénea asociada.

Ejemplo 4.6.2. Resolver la ecuacién y” — 5y + 4y = 3x + 1.
La ecuacién es lineal con coeficientes constantes. Como la ecuacién es no homogénea,
resolvemos en dos partes:

» y5: Resolvemos la ecuacién homogénea asociada y” — 5y’ + 4y = 0. El polinomio
caracteristico de esta ecuaciéon es D? — 5D +4 = (D — 4)(D — 1) = 0. Las raices

son m =1y m =4, de modo que la solucién de la homogénea es:

yn(x) = cre” + coe*™, ¢, c0 €R.

» y,: Hallamos ahora la solucién particular y,. Como la funcién del lado derecho de la
ecuacion diferencial es un polinomio de grado 1, proponemos una solucién de forma
polinomial

yp = Az + B.

Las derivadas de esta funcién son y, = A, y; = 0. Al sustituir en la ecuacién
diferencial, obtenemos

3v+1=y, =5y, +4=0—5A) +4(Azx + B) = 4Ax + (4B — 54).

Luego, 4A =3y 4B —5A =1, y tenemos que A = % y B = # = %. Portanto,

la soluciéon particular es

3 19
yp—4m+16.

De ahi que la solucién general es |y(z) = cie” + cpe® + Z%az + }—2.

Ejemplo 4.6.3. Hallar la solucién general de la ecuacién y” — 4" + ' — ' = 2% + .
La ecuacién es lineal no homogénea con coeficientes constantes. Resolvemos en dos partes:

» y5: Resolvemos la ecuacion homogénea asociada y” — y” + 13’ —y = 0. El polinomio
caracteristico de esta ecuacién es D* — D? + D —1 = (D — 1)(D* + 1) = 0. Las
raices son m = 1 y m = =+, luego la solucién de la ecuacién homogénea es:

yn(r) = 1€ + cocosx + cgsinz,  c1, 09,03 € R.

» y, Hallamos la solucién particular. Observe que la funcién del lado derecho de la
ecuacion diferencial es un polinomio de grado 2. Esto sugiere que debemos proponer
una solucién particular de la forma

y, = Ax* + Bz + C.
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Las derivadas de esta funcién son y, = 24z + B, y, = 24, y," = 0. Al sustituir en

P
la ecuacién diferencial, obtenemos

=y —y

/
p
De ahi que A= —-1,2A-B=1yB—-2A—-C =0. Luego, B=2A—-1= -3y

C = B — 2A = —1. Portanto, la solucién particular es

yp:x2—33:—1,

y la solucién general es |y(r) = c1e” + cycosx + czsina + 2* — 3z — 1.

Ejemplo 4.6.4. Hallar la solucién general de la ecuacién y” + 4y’ — 2y = 4e*.
La ecuacién es lineal no homogénea con coeficientes constantes. Resolvemos en dos partes:

» y,: Resolvemos la ecuacién homogénea asociada y” + 4y’ — 2y = 0. El polinomio
caracteristico de esta ecuacién es D? +4D — 2 = 0. Las raices de este polinomio son

—4+v1648 __
— =

m = —2 4 /6, luego la solucién de la ecuacién homogénea es:

yp(z) = cle(_2+‘/6)w + 026(_2_\/6)9[:, c1,co € R.

» y, Hallamos la solucién particular. La funcién del lado derecho de la ecuacién di-
ferencial es una exponencial e?*. Proponemos una solucién particular de la forma
y, = Ae*”.

Las derivadas de esta funcién son y, = 2Ae% Y, = 4Ae?®. Al sustituir en la ecua-
cién diferencial, obtenemos

46" = o + Ay — 2y, = 4Ae* + 4(24e*") — 2(Ae®”) = 104"

De ahi que 10A =4, o sea A = % Portanto, la solucién particular es y, = %ezx,

(_2+\/6)$—|—626(_2_\/6)x—|— 2 2:(:‘

y la solucién general es |y(z) = cie

Ejemplo 4.6.5. Hallar la solucién general de la ecuacion y” + 4y’ + 4y = 6 sin 3z.
La ecuacién es lineal no homogénea con coeficientes constantes. Resolvemos en dos partes:

= y,: Resolvemos la ecuaciéon homogénea asociada y” + 4y’ + 4y = 0. El polinomio
caracterfstico de esta ecuacién es D? + 4D + 4 = (D + 2)®> = 0. Las raices de
este polinomio son m = —2, con multiplicidad 2; luego la solucion de la ecuacion
homogénea es:

yn(x) = cre™® + cowe™*, ¢y, €R.
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» y, Hallamos la solucién particular. La funcién del lado derecho de la ecuacién di-
ferencial es una trigonométrica. Proponemos una solucion particular de la forma
yp = Acos 3z + Bsin3z.

Las derivadas de esta funcién son y, = —3Asin 3x + 3B cos3v y y, = —9A cos 3z —
9B sin 3z. Al sustituir en la ecuacion diferencial, obtenemos

6sin3z =y, +4y, + 4y, = (—9Acos 3z — 9B sin 3x) + 4(—3Asin 3z + 3B cos 3x) + 4(A cos 3z
= (—=bA+12B)cos3z + (—12A — 5B) sin 3z.

‘ _ _ _ T _ _ 30
De ahi que —bA + 12B =0y —124 — 5B72— 6, o sea;(l)ue A= -5y B=—5

Portanto, la solucién particular es y, = —1¢5 cos 3r — {55 sin 3z,

(—2+v6)z + 026(—2_‘/6)r — 2 o83 — 3 gin 3.

y la solucién general es |y(z) = cie 166 59

Ejemplo 4.6.6 (Usando el principio de superposicién). Hallar la solucién general de la
ecuacion y” 4 2y = €3 + 1z — 3+ 5cos .
La ecuacién es lineal no homogénea con coeficientes constantes. Resolvemos en dos partes:

= 15, Resolvemos la ecuacién homogénea asociada y” + 2y = 0. El polinomio carac-
terfstico de esta ecuacién es D?42 = 0. Las raices de este polinomio son m = +/2i,
luego la solucion de la ecuacién homogénea es:

yn(x) = ¢ cos V2 + cosinV2z, ¢, 00 € R.

» y, Hallamos la solucién particular. La funcién del lado derecho es e + %x -3+
5 cos z. Esta funcién tiene un término exponencial, una parte polinomial, y el tltimo
término es una funcién trigonométrica. En lugar de proponer una soluciéon particu-
lar que satisfaga estas tres caracteristicas, podemos partir la ecuaciéon anterior en
tres ecuaciones mas simples:

y// + 2y — 63I,
y'+2y = iz -3,
y'+2y = bHcosuw.

Construimos tres soluciones particulares y,1, Yp2 ¥ ¥ps (una para cada una de las
ecuaciones anteriores). Por el Principio de Superposicién 4.6.1, la solucién particular
de la ecuacion original es la suma de las tres anteriores. Asi, y, = Yp1 + Yp2 + Yps-
Resolvemos y,;: Para resolver la ecuaciéon no homogénea y” 42y = €3, proponemos
la solucién particular y,1 = Ae®. Sus derivadas son y,, = 3A4¢e*, y, = 9Ae™.
Luego, €37 =y, + 2y,1 = 9Ae*™ 4+ 243 = 114e*”, y obtenemos A = ;. Asf,

1 3z
ypl—ﬁe .
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y la solucién general es |y(x) = ¢1 cos V2x 4 ¢osin v/2z + ﬁe?’x - Z—lli — % + 5sinz.

1
2
nemos la solucién particular y,o = Az + B. Sus derivadas son y,, = A, y;, = 0.
Luego, %x =3 =Yp+ 2p =0+ 2(Az + B) = 2Ax + 2B, y obtenemos A = }l,

B = —%. Asi,

Resolvemos y,,: Para resolver la ecuacién no homogénea y” + 2y = 52 — 3, propo-

N

_ 1
yp2—zx_

Resolvemos y,3: Para resolver la ecuacién no homogénea y” + 2y = 5cosx, pro-

ponemos la solucién particular y,3 = Acosz + Bsinz. Sus derivadas son y,; =
: /N 3 /) _
—Asinz+Bcosw, yy3 = —Acosz—Bsinz. Luego, 5cosz = yp3+2y,3 = —Acosz—

Bsinz + 2(Acosx 4+ Bsinz) = Acosx 4+ Bsinz. De ahi que A =0, B = 5. Asi,
Yp3 = Dsinw.

Por el principio de superposicion, la solucién particular debe ser y, = 1—1163”5 + ix —

% + 5sinz,

Ejemplo 4.6.7 (Una falla imprevista?). Hallar la solucién general de la ecuacién y” —
3y’ — 10y = 8e’?.
La ecuacién es lineal no homogénea con coeficientes constantes. Resolvemos en dos partes:

» y,: Resolvemos la ecuacién homogénea asociada y” — 3y’ — 10y = 0. El polinomio
caracteristico de esta ecuacién es D* — 3D — 10 = (D — 5)(D + 2) = 0. Las raices
son m =5y m= —2, luego la solucién de la ecuacién homogénea es:

yn(x) = 1" + e, c1,c €R.

yp Hallamos la solucién particular. La funcién del lado derecho es una exponencial.
Proponemos una solucién particular de forma

Yy, = Ae™”.

Las derivadas de esta funcién son y), = 5A4e™, yy = 25A¢>. Al sustituir en la
ecuacion diferencial, obtenemos

8¢’ =y — 3y, — 10y, = 254> — 3(5Ae’) — 10Ae™ = 254¢™ — 254" = 0,

p

que es una contradiccién, la exponencial 8¢* nunca se anula.

.Qué es lo que esta errado?

Observaciéon 4.6.8. Note que en el ejemplo anterior, segin la tabla 4.6 debemos propo-
ner una solucién particular de la forma Ae®*. Sin embargo, este término no es indepen-
diente del término con ¢; en la solucién homogénea asociada y, = c1€®® + cpe™2%. Esto

viola la regla de independencia lineal.
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Para solventar esta situacién, multiplicamos el término Ae®® por la menor potencia de x
que lo haga linealmente independiente de los términos en la soluciéon homogénea. Asi, la
solucién particular propuesta debe ser

_ 5x
yp = Axe™®,

Ahora, esta solucién ya es independiente de la solucion homogénea asociada.

Ejemplo 4.6.9 (Correcién del ejemplo anterior). Resolvemos de nuevo la ecuacién y” —
3y’ — 10y = 8e°*, ahora proponiendo una solucién particular correcta

= y, Proponemos una solucién particular de forma y, = Aze®.
Las derivadas de esta funcién son y, = 5Axe’® + Aed®, Y, = 25Axe® + 5AxT +
5Ae%® = 25xe5 + 10Ae5. Al sustituir en la ecuacién diferencial, obtenemos

8¢” =y — 3y, — 10y, = (25Aze” +10Ae*") —3(5Aze™ 4+ Ae™) —10Aze™ = TAe™,

bx

de ahi que 8 =74, 0 A = %. Asi, la soluciéon particular es y, = %e ,

14 _ S5z —2x 8,.,.5z
y la solucién general es |y(r) = c1e”* + cope™ ™" + Zwe.

Ejemplo 4.6.10. Hallar la solucién general de la ecuacién y” + 4y’ = 22% — 3z + 6.
La ecuacién es lineal no homogénea con coeficientes constantes. Resolvemos en dos partes:

= y5,: Resolvemos la ecuacién homogénea asociada y” + 4y’ = 0. El polinomio carac-
terfstico de esta ecuacién es D? + 4D = D(D + 4) = 0. Las raices son m = 0 y
m = —4, luego la solucién de la ecuacién homogénea es:

yn(r) = c1 + e, ¢, ER.

» y, Hallamos la solucién particular. Observe que la funcién del lado derecho de la
ecuacion diferencial es un polinomio de grado 2. Esto sugiere que debemos proponer
una solucién particular de forma que y, sea un polinomio de grado 2. Asi,

y, = Az® + Bz + C.

Sin embargo, observe que el término constante C' no es independiente de la solucion
homogénea asociada (pues y;, ya contiene un término constante ¢ ). Para evitar esta
dependencia, multiplicamos toda la solucién por la menor potencia de x que haga
los términos independientes. En este caso, la menor potencia es x. Asi, proponemos

y, = Az® + Bx* + Crr.

Ahora ya obtenemos términos linealmente independientes de y;,. Las derivadas de
esta la solucién particular son y, = 3Ax? + 2Bz + C, y, = 6Ax + 2B. Al sustituir
en la ecuacién diferencial, obtenemos

207 —31+6 = y)+45y, = (6Az+2B)+4(3A2°+2B1+C) = 12A2°+(6A+8B)x+(2B+4C).
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De ahi que 12A =2, 6A+8B = -3y 2B+4C = 6. Luego A = %, B

y C =528 — %. Portanto, la soluciéon particular es

4

y la solucién general es

_1.3_ 1.2 7
Yp = gT° — 327 + 17,

y(@) =1+ e + 12’ — 17 ¢

7
4

S|
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4.7. Coeficientes indeterminados, método del anulador

En esta seccién estudiamos un segundo método para resolver ecuaciones diferenciales

lineales no homogéneas, con coeficientes constantes

an(2)y™ + ..+ ax(2)y” + ai(2)y + ao(z)y = f(z).

Veremos que esta técnica funciona para un conjunto muy restricto de funciones f(x),
pero que facilita bastante la solucién en estos casos. Esta nueva filosofia proporciona un

primer método para resolver sistemas de ecuaciones lineales con coeficientes constantes.

4.7.1. Factoracion de operadores

Vimos que una ecuacion diferencial lineal con coeficientes constantes puede escribirse
en términos de operadores diferenciales D*. En muchos casos, podemos manipular el
operador D como una variable algebraica. Es decir, podemos olvidar temporalmente el
significado del operador como una derivada, y tratarlo meramente como una expresion
algebraica. Con esto en mento, podemos ver un operador diferencial L como un polinomio

en la variable D:
L=a,D"+a, D" '+...+a;D+ay, a €R.

Podemos manipular estos operadores, como si fuesen polinomios ordinario: podemos su-

marlos, restarlos, multiplicarlos, factorizarlos.

Cuando los coeficientes son constantes, factorizar estos polinomios en D nos ayuda hallar
la solucién general de modo méas simple. Consideremos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.7.1. La ecuacion lineal " + 5y + 6y = 0, se escribe en forma de operadores
como (D? + 5D + 6)y = 0. Este operador se factoriza como

(D +2)(D +3)y = 0.

Sabemos que la solucién general de la ecuacién anterior es y = c1e™2% + coe™3%. Si anali-
zamos los términos de esta solucion, veremos cada cada uno estd ligado a un factor del
operador diferencial (D + 2)(D + 3). Sean y; = c1e™ 2%, yg = coe 7.

—2z

s El término y; = c1e™** esta ligado al factor D + 2. Observe que si aplicamos el

operador D + 2 a 1

(D +2)y1 =9 + 21 = —2c1e” % + 2(cre ") = 0,
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obtenemos precisamente 0.

-3z

= El término y, = cee estd ligado al factor D + 3. Observe que si aplicamos el

operador D + 3 a v
(D +3)y2 = v + 3yz = —3coe > + 3(cpe™ ") = 0,
obtenemos precisamente 0.

Por otro lado, es claro que (D + 3)y; # 0y (D + 2)ys # 0.

Esta idea de obtener un operador diferencial que, aplicado a una funcién f(z), de exac-

tamente la funcién 0 es util. Concretizemos esta idea en la siguiente
Definicién 4.7.2. Sea f(z) una funcién (de la variable independiente), que es n veces

diferenciable. Un operador diferencial L = a, D" + a,_1 D" ' + ... + 1D + ag es un
anulador (o aniquilador) para f(x) si

Lf=L(f(z)) = (aD" + a1 D" '+ ...+ a1D + ag) f = 0.

Esto es, L es un anulador de f si f € Ker L.

Tenemos una tabla para los anuladores de funciones simples:

Al igual que en el método de los coeficientes indeterminados, el método del anulador se

aplica cuando:
= los coeficientes ag, ay, ..., a, son constantes,

» la funcién f(z) es alguno de los siguientes tipos:

funciones constantes f(z) = b,

e funciones polinomiales f(x) = b,x" + ...+ byx + by,

funciones exponenciales f(x) = be®,
e funciones trigonométricas de la forma f(x) = acosbxr 6 f(x) = asinbz,

e cualquier suma o producto de un ntimero finito de las anteriores.
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Funcién f(x) Anulador
c D
cx D?
cx? D3
cx™ Dn+1
ce™™ D—a
cxmed® (D _ a)n+1
ccos bz, csin bz D? + b?
cx™ cos bx, cx™ sin b (D? + )t

ce™ cos bx, ce®” sin bx

(D — (a+bi)(D — (a — b)) = D? — 2aD + a® + I?

cx™e™ cos bx, cx™e sin bx

(D? — 2aD + a® + b*)"t?

4.7.2. El método del anulador

El método del anulador consiste en tomar una ecuacion diferencial lineal no homogénea

con coeficientes constantes

any"™ + an 1y 4 agy” + @y + agy = f(2),

reescrita en forma de operadores

(D" + a, 1 D" '+ ..+ aaD? + a1 D + ag)y = f(x).

El objetivo es hallar un anulador L para la funcién f(x). Al aplicar el operador L en

ambos lados de la ecuacion anterior, obtenemos

L(anD™ + ap 1 D" ' + .+ ayD* 4+ a1D +ag)y = L(f(z))

que es una ecuacion lineal homogénea. Esta nueva ecuacién homogénea obtenida se puede

= 0,

resolver por los métodos ya aprendidos an las aulas anteriores.
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Ejemplo 4.7.3. Resolver la ecuacién y” — 5y’ + 4y = 3z + 1.
La ecuacion es lineal con coeficientes constantes y no homogénea. En forma de operadores,
la ecuacion es (D*—5D +4)y = (D —1)(D —4)y = 3x+ 1. Del lado derecho, la funcién es
f(x) = 3x + 1. Un anulador para esta funcién es D?. Aplicando este opedaror en ambos
lador obtenemos

D*(D —1)(D — 4)y = D*(3z + 1) = 0.

Debemos resolver la ecuacion diferencial homogénea D?*(D—1)(D—4)y = 0. El polinomio
caracterfstico D?(D — 1)(D — 4) tiene raices m = 0 con multiplicidad 2, m =1y m = 4.
La solucion general de esta ecuacion es

y = c1€” + 2™ + ¢35+ cux.

De esta solucién, la parte que proviene del la ecuacién homogénea asociada y” — 5y’ +
4y = 0, corresponde al operador (D — 1)(D — 4)y = 0, consiste de los términos y, =
c1€” + cee?®. La parte que corresponde a la solucién particular corresponde al otro factor
D? del operador D*(D —1)(D —4), y consiste de los términos y, = ¢34 c4x. En este caso,
sustituimos ¥, en la ecuacién diferencial para obtener las constantes apropiadas:

3r+ 1=y, — 5y, +4y, = 0—5(cs) + 4(c3 + c42) = 4esx + (dez — 5ey).

145cs _ 1415/4 _ 19
20 —

Deahique4c4:3:c4:%y403—5c4:1$03: T = 16

Portanto, la solucién de la ecuacién es ‘ y(z) = cre” + coe™ + 3z + 3.

Ejemplo 4.7.4. Hallar la solucién general de la ecuacién y” — " + vy — 1y = 22 + .
La ecuacion es lineal no homogénea con coeficientes constantes. Escrita en forma de
operador, la ecuacién es (D? — D? + D — 1)y = 2? + z. Del lado izquierdo, tenemos el
operador D* — D* 4+ D —1 = (D — 1)(D? + 1). Del lado derecho, tenemos la funcién
2% + x. Un anulador para esta funcién es D3. Aplicando este operador de ambos lados,
obtenemos la ecuacién homogénea

D*(D —1)(D*+ 1)y = D*(2* + ) = 0.

El polinomio caracteristico de esta ecuacién es D3(D — 1)(D? + 1) = 0. Las raices son
m = 0 con multiplicidad 3 y m = 1 y m = =44, luego la solucién de la ecuaciéon homogénea
es:

Yy =cre’ +cocosT + c3sinx + ¢4 + e + Cﬁﬂj?.

La parte homogénea proviene del operador (D — 1)(D? + 1) y los términos y, = c1e® +
cocos T + cgsinx. La solucién particular proviene de D3 y es y, = ¢4 + ¢z + cga?.
Las derivadas de esta funcién son y, = 2c6z + ¢35, 4, = 2¢6, Y, = 0. Al sustituir en la

ecuacion diferencial, obtenemos

4 = Yy =Yy +Yp—Yp = 0—2c+(2ce+c5)—(cor+esvtcy) = —cgr®+(2c6—cs)x+(cs—2c6—C4).

p
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De ahi que cg = —1, 2¢c6 —¢c5 = 1y c5 —2c6 — ¢4 = 0. Luego, ¢c5 = 2¢c4 — 1 = =3 y
64265—266:—1.

Portanto la solucién general es |y(x) = c1e” 4+ ca cosx + c3sinz + 2?2 — 3z —1.

Ejemplo 4.7.5. Hallar la solucién general de la ecuacién y” + 4y’ — 2y = 4e**.

La ecuacién es lineal no homogénea con coeficientes constantes. Resolvemos por el método
del anulador. En términos de operadores, la ecuacién es (D*+4D—2)y = 4¢**. El operador
diferencial del lado izquierdo es D? +4D — 2 = (D — (=2 — v/6))(D — (=2 + v/6)). Del
lado derecho, tenemos la funcién 4e%*. Un anulador para esta funcién es D — 2. Aplicando
este operador en ambos lados, obtenemos la ecuacién homogénea

(D —2)(D*+4D —2)y = (D — 2)(4e**) = 0.

El polinomio caracterfstico de esta ecuacién es (D — 2)(D* +4D — 2) = (D — 2)(D —
(=2 —6))(D — (=2 + V/6)). Las raices de este polinomio son m = =2+ /6y m = 2,

luego la solucion general es:

(—24+6)z +626(—2—\/€)m +0362$7

Yy = ci€ c1,Co,c3 € R,

La parte homogénea consiste de y;, = c1e2VOT o o o(2-VB)z 14 golucién particular es
Yp = cs€**, y sus derivada son y;, = 2c3e®*, y; = 4cse*. Para hallar la constante de la
solucién particular, sustituimos las derivadas en la ecuacién diferencial:

46 = o + Ayl — 2y, = dege®™ + 4(2e3¢™) — 2(c3€?”) = 10c3€™".

[\

De ahi que 10c3 = 4, o sea c3 = £.

Portanto, la solucién general es |y(x) = 1eTHVOT Lo (F2V0) 2%

Ejemplo 4.7.6. Hallar la solucién general de la ecuacién y” + 4y + 4y = 6 sin 3.
Resolvermos por el método del anulador. En términos de operadores, la ecuacion anterior
se escribe (D? + 4D + 4)y = 6sin 3z. El operador del lado izquierdo es D? + 4D + 4 =
(D+2)?. La funcién del lado derecho es 6 sin 3x. Un anulador para esta funcién es D? +9.
Aplicando este operador a ambos lados, obtenemos

(D? +9)(D* + 4D +4) = (D? + 9)(6sin 3z) = 0.

El polinomio caracteristico de esta ecuacién es (D?+9)(D?*+4D +4) = (D*+9)(D +2)2
Las raices de este polinomio son m = —2, con multiplicidad 2 y m = £3i. La solucion
general es

—2x

y = cre " 4 core >

4+ c3c083x 4+ c4sin3x, ¢y, C9,c3,¢4 € R,
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La solucién de la ecuacién homogénea asociada es yp, = cie” 2% + coze™ 2. La solucién

particular es y, = ¢35 cos 3x + ¢4 sin 3z, y sus derivadas son y; = —3cgsin3x + 3cq cos 3T y

Y, = —9c3 cos 3x — 9eg sin 3z. Al sustituir en la ecuacién diferencial, obtenemos

6sin3z =y, + 4y, + 4y, = (—9c3 cos 3z — ey sin 3x) + 4(—3cs sin 3z + 3¢y cos 3x) 4 4(c3 cos 3z + ¢4
= (—bcs + 12¢4) cos 3z + (—5c¢y — 12¢3) sin 3z.

_ _ _ _ 30

Luego, —5¢3 +12¢4 =0y —5cq — 12¢3 =6, 0 sea que ¢3 = —155 ¥ €4 = —1¢5-
Portanto, la solucién general es |y(x) = ¢ e X 4 core ?® — 2 cos3x — 22 sin 3z
’ 1 2 169 169 :

Precisamos ahora de un método para resolver ecuaciones no homogéneas donde la funcion
f(z) sea més elaborada. Una forma de resolver estos casos es aplicar el principio de

superposicion para ecuaciones no homogéneas visto en el aula anterior.

Ejemplo 4.7.7 (Usando el principio de superposicién). Hallar la solucién general de la
ecuacion y” + 2y = €3 + 1o — 3+ 5cos .

Resolvemos la ecuaciéon homogénea asociada y” + 2y = 0. El polinomio caracteristico de
esta ecuacién es D42 = 0. Las raices de este polinomio son m = =++/2i, luego la solucién
de la ecuacion homogénea es:

yn(x) = ¢ cos V21 + casinV2z, c1,05 € R.

Para hallar la solucién particular, la funcién del lado derecho es e3* + %x — 3+ 5Hcosx.
Esta funcién contiene un término exponencial, una parte polinomial, y el iltimo término
es una funcién trigonométrica. En lugar de proponer una solucién particular que satisfa-
ga estas tres caracteristicas, podemos partir la ecuacién anterior en tres ecuaciones mas
simples:

y//+2y — 6317

y'+2y = iz -3,
y"+2y = bHcosx.
Construimos tres soluciones particulares v, yp2 ¥ Yp3 (una para cada una de las ecuacio-

nes anteriores).
Resolvemos y,;: Para resolver la ecuacién no homogénea y” + 2y = €3*, aplicamos el anu-

lador D — 3 en ambos lados de la ecuacién. Asi tenemos (D — 3)(D? + 2)y = 0, cuya

solucion general es y; = ¢; cos V2 + 5 8in V22 + ¢3€3®. Para hallar la solucién particular

Ypl = c3e3® | sustituimos €3

Asi

= ygl+2yp1 = 9c3e3" +2c3e3% = 11c3e3®, y obtenemos c3 = 1—11

1 3z
ypl—ﬁe .
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Resolvemos y,s: Para resolver la ecuacién no homogénea y” 4 2y = %a: — 3, aplicamos el

anulador D? en ambos lados de la ecuacién. Asf tenemos D?(D? +2)y = 0, cuya solucién
general es y, = c; cos V2x + ¢sinv2x + 3z + ¢4. Para hallar la solucién particular
Yp2 = 3% + ¢4 sustituimos %x — 3 =Yy + 2yp2 = 0+ 2(c37 + ¢4) = 2c37 + 2¢4, y tenemos
c3 = }1, Ccy = —%. Luego,

N

— 1.
Yp2 = 3T

Resolvemos y,3: Para resolver la ecuacién no homogénea y” + 2y = 5 cos x, aplicamos el

anulador D? 4+ 1 en ambos lador de la ecuacién. Tenemos (D? + 1)(D? + 2)y = 0, cuya
solucion general es y3 = ¢ cos V22 + 9 8in V22 + ¢3 cos . + ¢4 sin x. Para hallar la solucién
particular y,3 = czcosx + ¢4 sinz, sustituimos sus derivadas y,; = —Asinz + Bcosz,
Yps = —Acosz — Bsinz. Luego, 5cosw = yp3 + 2yp3 = —c3cos T — cysinw + 2(czcos v +
cysinz) = cgcosx + ¢ysinx. De ahi que ¢3 =0, ¢4 = 5. Asi,

Ypz = OSInT.

. . . « ey ., . . L 31: l _ §
Por el principio de superposicion, la solucion particular debe ser y, = 7e* + 30 — 5 +

5sinz, y la solucién general es | y(z) = ¢; cos V2z + ¢y sinV2z + 1—116396 + }lCC — % + 5sinz.

Esta metodologia anterior, puede mejorarse si logramos encontrar un operador anula-
dor para una funcién f(z) que consiste de la suma de varios términos para los cuales
conocemos sus respectivos anuladores. Esto es el contenido del

Proposicién 4.7.8 (Principio de superposicién para Anuladores). Suponga que Ly, Lo, . .., Ly

son operadores anuladores para las funciones fi(x), fo(x), ..., fu(x), respectivamente, (es
decir L; es un anulador para f;(x). Entonces, el operador

L=Ly-Ly-...-Lg
es un anulador de la funcion fi(x) + fo(z) + ...+ fr(x).

Prueba. Sabemos que para cada ¢ = 1,2,...,k vale L;f; = 0, pues L; anula a la funcién
fi- Como los operadores diferenciales conmutan, esto es L; - L; = L; - L;. Basta reescribir
el operador L en la forma apropiada. Asi, para cada i

L(fi) = (Li-Ly----- L) (f) = [T &) =1 L - Lo o)
i=1 i#i
= []L;-0=0.
J#i
Ejemplo 4.7.9. Recalculamos el ejemplo anterior usando este nuevo principio. Queremos

de nuevo hallar la solucién general de la ecuacién y” + 2y = €3* + %x —3+5Hcosx.
Escribiendo la ecuacién en la notacién de operadores, tenemos (D? + 2)y = €3 + %x —
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3+ 5 cos z. El operador del lado izquierdo es D? +2. Del lado derecho, tenemos la funcién
e’ + %az — 3 + 5 cosx, conformada por un término exponencial, una parte polinomial, y
el ultimo término es una funcién trigonométrica. Observe que

D —3  es un anulador para el término e

D?  es un anulador para los términos %x -3

D?*+1  es un anulador para el término 5 cos

Usando el principio de superposicién para anuladores, sabemos que L = D?(D—3)(D?*+1)
es un aniquilador para e3* + %:z: — 3+ 5cosz. Aplicando este operador en ambos lados de
la ecuacién diferencial tenemos El polinomio caracteristico de esta ecuacién es D?(D —
3)(D? 4 1)(D? + 2). Las raices de este polinomio son m = 0 con multiplicidad 2, m = 3,
m = +i y m = +£/2i, luego la solucién general es

Y = €1 COS V2 + Co sin Vo + csT + ¢4 + 53 4 cgcos T + crsin .

La solucién homogénea asociada es y, = ¢; cos v/2x + ¢y sinv/2z. La parte que proviene
de la solucién particular es vy, = csx + ¢4 + c5€3* + cgcosx + crsinx v sus derivadas son
p 3 5 6 7
yl/) = ¢3 + 3c5€3® — cgsina + crcosx y yl’)/ = 9c5e3® — cgcosx — crsinx. Al sustituir estas
derivadas en la ecuacion diferencial, obtenemos
3z 1 _ "
e’ + v —3+5cosr =y, + 2y,
= 9c5e®” — cgcosx — cpsina 4 2(c3w + ¢4 + 5> 4 cgcosx + ¢y sinx)
= 2¢3% + ¢4 + 11c5e3® + ¢ cos x + ¢psin .
Al resolver este sistema, encontramos que c3 = }1, Cy = —%, cs = 1—11, c¢ =0y cy =5. Asi,
la solucion general debe ser

y(x) = ¢ cos V21 + ¢y 8in V22 + 1—116336 + %x — % + 5sinz.

La ventaja que fornece el método del anulador con respecto al método de coeficientes
indeterminados es que el primero ya incluye las posibles fallas que ocurren en el método
de coeficientes indeterminados cuando hay dependencia entre los términos de la solucion

homogénea y, y la solucién particular y,. Consideremos un ultimo ejemplo.

Ejemplo 4.7.10. Hallar la solucién general de la ecuacién y” — 3y’ — 10y = 8e°®.

En el aula anterior, vimos que al proponer una solucién particular de la forma y, = Ae®”
obtenemos una contradiccion, y por lo tanto debemos modificar nuestra soluciéon propues-
ta a la forma y, = Axe®.
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Con el método del anulador, simplemente basta ver que D — 5 es un aniquilador para

8e5. Aplicando en ambos lados de la ecuacién, observamos que

(D —5)(D?*—=3D —10)y = (D —5)(D — 5)(D 4 2)y = (D — 5)(8¢™*) = 0.

El operador del lado izquierdo tiene polinomio caracteristica (D — 5)*(D + 2). Las raices

son m = 5 con multiplicidad 2 y m = —2, luego la solucion de la ecuacion general es:

Y = cre” 2 4 c0€” + c3xe®, ¢, ¢, 03 € R.

La parte homogénea consiste de y;, = c1672" + €. La solucién particular es y, = c3ze®,

y sus derivadas son y), = 5cgze™ 4 c3e™”, y! = 25c3xe™ + besr® + Hege® = 25cgre™” +

10cze®®. Al sustituir en la ecuacién diferencial, obtenemos

8¢5 = y, — 3y, — 10y, = (25c32€™ + 10c3e™™) — 3(5ezwe™ + c3e™®) — 10c3ze™ = Tege™,

de ahi que 8 = 7c¢3, 0 c3 = %. Asi, la solucién general es
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4.8. Meétodo de operadores para resolver sistemas lineales (Eli-
minacion)

En el aula anterior vimos que las ecuaciones lineales pueden resolverse con métodos de
operadores diferenciales. En particular, vimos que cada ecuacién diferencial lineal puede
escribirse en la notacién de operadores; luego efectuamos cierto tratamiento algebraico
sobre estos operadores, de forma que estos métodos algebraicos conduzcan a encontrar la

solucién de la ecuacion diferencial.

Veremos en esta seccion que podemos aplicar métodos algebraicos similares a sistemas
de ecuaciones diferenciales. Como una primera aproximacién a las técnicas de resolu-
cién de sistemas de EDO lineales, estudiamos el método de operadores. Mas adelante
desarrollaremos otros métodos para resolver estos mismos sistemas.

Consideremos un sistema de ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes
que involucra n funciones independientes 1, x5...,z,, que dependen de una variable

independientes (usualmente t), el cual se escribe en la notacién de operadores

Lllxl (t) + ngl’g(t) + ...+ Llnxn(t) = f1 (t),
Loww1(t) + Lasws(t) + . ..+ Lonwn(t) = falt),
(4.8.1)

donde los L;; son operadores diferenciales con coeficientes constantes, esto es L;; =

) aijka es un polinomio en D con coeficientes constantes.

Al igual que en las ecuaciones lineales, podemos tratar los operadores L;; como si fuesen
simbolos algebraicos en la variable D, y resolver el sistema (4.8.1) como si se tratase de

un sistema lineal algebraico en las variables x1, xs, ..., x,.

Ejemplo 4.8.1. Resolver el sistema lineal

dx dy

— 3 _<
y? dt

ar _ — 2.
dt v
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—3y =0 ‘s
T o¥, ~ &, 0 en notacidn de operadores

El sistema anterior puede reescribirse como ,
—2x+y’ =0,

Dr—=3y =0, o equivalentemente D=3 (=) _ (0
9r4+Dy = 0, >4 =2 p)\y) " \o)

Tratando a D como un término algebraico mas, el anterior es un sistema lineal y puede
resolverse con cualquiera de los métodos aprendidos en dlgebra lineal (sustitucién, elimi-
nacién gaussiana, regla de Cramer, matrix inversa, . ..).

Resolvemos por el método de eliminacion. Para eliminar la x: multiplicando la primera
fila por 2, y multiplicando la segunda fila por D. Sumando, obtenemos

2Dz —6y = 0,
—2Dx+D?* = 0
D*—6y = 0.

Para eliminar la y: multiplicando la primera fila por D, y multiplicando la segunda fila
por 3. Sumando, obtenemos
D?*r —3Dy = 0,
—6x+3Dy = 0
D*r — 6z = 0.

Como resultado, obtenemos dos ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constan-

tes, independientes una de la otra. Podemos resolver cada una de estas con los métodos
ya aprendidos. La solucién general de la ecuacién diferencial (D? — 6)z = 0 es

z(t) = c1e¥% + eV,
La solucién general de la ecuacién diferencial (D?* — 6)y = 0 es
y(t) = cse¥® + ce VO

Es importante aclarar que las soluciones anteriores no conforman la soluciéon general del
sistema lineal incial. Esto se sigue del hecho que al ser un sistema, las variables z(t) y
y(t) no son independientes (hay una relacién entre ellas dada por el sistema). Para hallar
esta relacion, podemos sustituir las soluciones encontradas en cada una de las ecuaciones
del sistema.

De la primera ecuaciéon Dx — 3y = 0, obtenemos

D(c1eV% + cpe™V0) — 3(czeVO 4 e V) = 0
\/6616\/& - \/6626_\/6t — 3636\/& — 3046_\/& =0
(V6e1 — 3c3)e¥ + (=v6ey — 3ca)e ™V = 0.

De ahi que las constantes V6e; — 3¢5 = 0 y —V/6cy — 3¢y, = 0. Luego, c3 = ‘/Técl y

V6

¢4 = —*3°Cy proporcionan la relacion requerida. Por tanto, la solucién del sistema es

z(t) = ¢1 cos V6t + ¢y sin /6t
y(t) = ‘/?661 cos /6t — ‘/?662 sin v/6t.
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Observacion 4.8.2. Los métodos que mejor funcionan en el caso de sistemas lineales
con operadores, son los de sustitucién, eliminacion o eliminaciéon gaussiana. Los otros
métodos como Cramer y matriz inversa suelen contener coeficientes fraccionarios y en el
caso de operadores, es probable obtener coeficientes donde los operadores D aparezcan
en el denominador (y ain no hemos visto una interpretaciéon para eso).

En el caso de la eliminacién gaussiana, se sugiere ordenar las filas de modo que los
elementos pivotes sean siempre coeficientes numéricos.

Una alternativa para resolver el sistema anterior es que, en lugar de efectuar dos elimina-
ciones y obtener ecuaciones independientes para x(t) y y(t), la eliminacién se haga sélo

una vez:

Ejemplo 4.8.3. Resolver el sistema lineal

dx dy

— =3y, — =2z
T A
En notacién de operadores

Dr=3y =0, o equivalentemente D=3) (o) _ (0
—9r+Dy = 0, >4 2 p)\y) " \o)
Resolvemos por el método de eliminacion. Para eliminar la y: multiplicando la primera
fila por D, y multiplicando la segunda fila por 3. Sumando, obtenemos

D*x — 3Dy = 0,
—6x+3Dy = 0
D%z —6x = 0.

La solucién general de esta ecuacién diferencial (D? — 6)z = 0 es

V6t \/ét‘

x(t) = c1eV™ + coe”

Tomando ahora la primera ecuacion, de ella podemos despejar y directamente. Tenemos
Yy = %Da:. Asi

y(t) = 32'(t) = §(VBere¥™ — Vocpe V™)

_ V6. V6t _ V6. —V6t

3 cie 3 Coe s

que es la misma solucién obtenida en el ejemplo anterior.
¥ —dx+y" = t?

+x+y = 0
En notacién de operadores tenemos

Ejemplo 4.8.4. Resolver

Dz —dg+ D% = 7, o equivalentemente D—4 D*\ (x t
uiv: = )
Dx+x+Dy = 0, 4 ’ D+1 D) \y 0

106



Observe en este caso que la matriz de coeficientes consiste inicamente de operadores.
En este caso, los métodos de eliminacién gaussiana, Cramer o matriz inversa conducen a
f(D)

coeficientes fraccionarios D) Con lo que sabemos hasta ahora, no es aconsejable seguir

estos métodos.

Resolvemos por el método de eliminacion. A simple vista, resulta mas facil eliminar la
variable y: multiplicamos la primera fila por —1, multiplicamos la segunda fila por D.
Sumando, obtenemos

—Dz +4x — D*y = —t2
D*x+Dzx+ D% = 0
D%z + 4x = —t2

Esta es una ecuacion lineal no homogénea de orden 2. Al resolver esta ecuacién, obtenemos
una solucién de la forma

z(t) = c1cos2t + cpsin 2t — 1% + L.

Tomando ahora la segunda ecuacion del sistema, de ella podemos despejar ¢’ directamen-
te. Tenemos 3y = —Dx — x. Asi

y'(t) = —2'(t) — x(t) = —(—2c; sin 2t + 2c5 cos 2t — 1) — (c1 cos 2t + cpsin 2t — 17 + 1)
= (—c1 —20) cos2t + (21 — ¢o)sin 2t + 1° — 2t — L.
Integrando esta ultima ecuacion, obtenemos

y(t) = 3(—c1 — 2¢2) sin 2t — 3(2¢1 — ¢2) cos 2t + 5t° — 1t° — Lt + c5.

Veamos un ejemplo donde el método de eliminacién aparentemente es mas complicado.
7 — y/

t
jet 0) =0, 2/(0) = L v y(0) =
o+ 32+ + 3y 27SUJ603$() , 2'(0) y y(0)

Ejemplo 4.8.5. Resolver

0.
En notacién de operadores tenemos
Dz — Dy = b o equivalentemente D? b . t
V. = .
Dr+3x+Dy+3y = 2, q ’ D+3 D+3) \y 2

De nuevo, la matriz de coeficientes consiste inicamente de operadores. Resolvemos por
el método de eliminacién. A simple vista intentar eliminar la x o la y parece imposible,
debido a que en la segunda ecuacion hay varios términos para cada variable. En estos
casos, se aconseja agrupar los distintos términos de modo que en cada ecuacion del sis-
tema, cada variable esté multiplicada por un tnico operador diferencial. Reescribimos el

sistema como
D2z — Dy = t,

(D+3)z+(D+3)y = 2
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Ahora, para eliminar la variable y, podemos multiplicar la primera ecuaciéon por D + 3,
multiplicar la segunda ecuacion por D, y sumar. Obtenemos

D*D+3)z—D[D+3)y = (D+3)t,

DD+3)z+DD+3)y = D(2)
D’D+3)z+ DD +3)r = 143t

y obtenemos la ecuacién lineal no homogénea de orden 3 D(D + 1)(D + 3)x = 1 + 3¢. Al
resolver esta ecuacién, obtenemos la solucion

o(t) = cre” 4+ coe™ + 3 — t + 5%
De la primera ecuacién del sistema, podemos despejar . Tenemos 3/ = D?x — t. Asi
y(t)=2"—t=9cie ¥ + et +1—1t.
Integrando esta tultima ecuacion, obtenemos
y(t) = —3cre ™ —cpet +t — %tz + ¢y.

De las condiciones iniciales 2(0) = 0, 2/(0) = 3, y(0) = 0, obtenemos ¢; = 3, ¢ = —3

c3 = % y ¢y = —%. Portanto, la solucién es
a(t) = e ¥ —2e 4 B —t4 212
y(t) = —e 342t 4t — 2t -3
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4.9. Variacion de parametros

En las secciones anteriores estudiamos como resolver ecuaciones lineales no homogéneas
con coeficientes, cuando la funcién f(x) que aparece en el lado derecho de la ecuacién
pertenece a un conjunto reduzido de funciones. Recordemos que el método de coeficien-
tes indeterminados y el método del anulador pueden usarse cuando la funcién f(z) es
polinomial, exponencial, trigonométrica (cos y sin), o cuando f(x) es una combinacién

de sumas y productos de éstas.

. Qué ocurre cuando f(z) asume formas més generales? En esta seccién desarrollamos
un método que sirve para resolver ecuaciones lineales no homogéneas, cuando f(x) es
cualquier funcion de la variable independiente. Veremos que este método resulta ser tan
poderoso, que incluso es 1til para resolver ecuaciones lineales donde los coeficientes no
son constantes.

Considere una ecuacién diferencial lineal no homogénea con coeficientes constantes, es-

crita en su forma normal
Y™ a1y ™Y+ agy” + ay + agy = f(). (4.9.1)

Para resolver esta ecuacion, recordemos que la teoria de ecuaciones lineales indicar resol-
ver en tres etapas:

Paso 1: Hallar la solucion general y;, de la ecuacion homogénea asociada.

Paso 2: Identificar una solucién particular y, de la ecuaciéon no homogénea.

Paso 3: Sumar y(z) = y, + yn.

Para hallar la soluciéon de la ecuacién homogénea asociada, procedemos como en los
métodos ya vistos. Para hallar la solucién particular, los métodos de coeficientes inde-
terminados y del aniquilador ya no son suficientes. Por ello, recurrimos a una técnica
diferente. El método de variaciéon de parametros se utiliza para construir una solucién

particular y, acorde a la funcién f(x) que aparece en el lado derecho de la ecuacién (4.9.1).

Recordemos el método de variaciéon de parametros que utilizamos cuando resolvimos

ecuaciones lineales de primer orden y' + p(z)y = f(x) (vea Aula 08). A partir de la
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solucion de la ecuaciéon homogénea asociada

Yp = Cefp(a:)dz

tomamos la funcién base y;(z) = e~ /P4 El método de variacién de pardmetros con-
sistia en suponer que la solucién particular de la ecuacion no homogénea era también
un multiplo de y; s6lo que en lugar de que fuese un multiplo constante, asumimos una

solucién particular y, de la forma

yp(x) = @)y (x) = u(x)e” PO,

donde u(x) era una funcién de = a determinar. La idea era extender el pardmetro ¢ a
una funciéon, de modo que se ampliase el conjunto de posibles funciones para resolver la

ecuacion diferencial.

En el caso de ecuacidnes lineales de orden superior, la idea es la misma. La solucién

general de la ecuacién lineal homogénea hallada en el Paso 1 es de la forma

yn = 11 () + coyo(z) + ... + cpyn(x), (4.9.2)
donde {y1,¥s,...,yn} es un conjunto fundamental de soluciones. El método de variacién
de pardmetros consiste en extender las constantes ci,cs ..., ¢, en la ecuacién (4.9.2) a

funciones de z. De ahi que se propone una solucién particular y, de la forma

Uy = 1 (@) (@) + Ua()ya(2) + ... + () (), (4.9.3)
donde las uq, us, . . ., u; son funciones apropiadas a encontrar. Unicamente necesitamos en-
tonces idear un mecanismo que permita determinar estas funciones coeficientes uy, us, . . . , U,.

4.9.1. Mecanismo para hallar los coeficientes: regla de Cramer

Orden 2: Consideremos el caso de una ecuacién lineal no homogénea de orden 2: 3" +

a1y’ + apy = f(x), escrita en su forma normal. Sea

Yn = c1y1 () + caya(z)

la solucién de la ecuacién homogénea asociada, donde {1, y2} es un conjunto fundamental

de soluciones. Proponemos ahora una solucién particular de la forma

Yp = w(2)yn(2) + ua(2)ys(2), (4.9.4)
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con u (), uz(x) funciones diferenciables. Las derivadas de la solucién particular propuesta

estan dadas por

Y, = U1+ uiyy + uhya + uayy

Yy = Uiy +uiys iy gy - uhys  uhyh + ubys + usys
= uiyr + 204y ury) + usye + 2uhys + usyh.

Al sustituir y, y sus derivadas en la ecuacién diferencial original, obtenemos

1/

flx) =y, + ay, + ayy
= (ufyr + 2uiyy + wy) + ubys + 2uhys + usyy) + a1 (Uiyr + uayy + uhys + usys) +
+ag(uryr + usys)

= iyl + awyy + aoyy) +u2(yy + aryy + aoyz) + uiyr + 204y + ugys + 2uhyh + aruiys + arugy;

Vv vV
=0 =0

d
= oy uaye) + ar(uiyn +uays) + (Wiyh + uag),

donde los términos y{ + a1y} + aoys = 0y y4 + a1yh + apys = 0 son cero, pues y; y yo
son soluciones de la ecuacion homogénea asociada. En resumen, la ecuacion diferencial

original se reduce a

d
d_x(ullyl + uyyo) + a1 (uiyr + usys) + (WY + ugys) = f(2). (4.9.5)

Esta ultima es una nueva ecuacion diferencial en dos variables: u; y us. Asi como tal, esta
ecuacion es dificil de resolver. Sin embargo, haciendo algunas suposiciones adicionales,
esta ecuacion se simplifica. De hecho si observamos, el término encerrado en los primeros
dos paréntesis de (4.9.5) es idéntico. Una suposicién inteligente que podemos hacer es
igualar este término a cero:

uhyr + upys = 0. (4.9.6)
Este supuesto, hace que la ecuacién (4.9.5) se reduzca a

uyyy + usyh = 0. (4.9.7)
Juntando la informacién en (4.9.6) y (4.9.7), debemos hallar funciones ] y u} que satis-
fagan el sistema

upyr tusys = 0, . yioy2 | [ 0
o equivalentemente =
/ / /

uhyy +unyy, = f(x), Y Ya) \uh f(z)
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Este es un sistema lineal de ecuaciones algebraicas. Podemos resolverlo con los métodos
del algebra lineal. Es usual que en el método de variacién de parametros, éste se resuelva

usando el método de Cramer. Definamos los determinantes

0 0
W:yl y2’ W, = ?/27 W2:y1
/

Yi Y flx) v vy f(x)
Observe en particular que el determinante W es exactamente el wronskiano de las funcio-
nes y1 v y2: W = Wiy, y2] = v1v5 — v4y2. El método de Cramer nos dice que la solucién

del sistema anterior esta dada por

0

PRGN et

W Wiyl Wil (4.9.8)
W 0

C_wm_ @) e

W Wy Wi,y

Al integrar ambas ecuaciones en (4.9.8) obtenemos las funciones () y us(z) requeridas.

Orden 3: Consideremos ahora el caso de una ecuacion lineal no homogénea de orden 3:

y" 4+ asy” + a1y’ + agy = f(x), escrita en su forma normal. Sea

Yn = c1y1 () + caya(z) + csys(z)

la solucién de la ecuacién homogénea asociada, donde {y1, 42, y3} es un conjunto funda-

mental de soluciones. Proponemos ahora una solucién particular de la forma

Yp = wr(2)y1(x) + ua(2)y2(x) + us(2)ys(@), (4.9.9)

con uy(x),uz(x),us(x) funciones diferenciables. Las derivadas de la solucién particular

propuesta estan dadas por

Y, = uiyr +ury) + uhys + uayh + usys + usys

Yo = Uiy + 2uhy) + g+ uye + 2ubys + uayh + uys + 2ubys + usys,

1N "

= uyyn+3ufyy + 3uiyl + gy’ + ud'ys + 3ujyy + Bujyy + usyy +

"

+us'ys + 3usys + usyy 4 usys

112



Al sustituir y, y sus derivadas en la ecuacién diferencial original, obtenemos

"

@) =y + axy) + ary, + aoy,

", 1

Yo + 3usnys + Jusys + Usys + Uy Y3 + Susys +

" " n

= (uf'yr + 3ufy + 3uiyy +wyy + ug
+3ugys + usys ) + ag(ufyy + 2uyyy + wry) + uyye + 2uhys + Usysy + usys + 2usys + usys) +

ta1(uiyr + Yy + usys + uays + Uéy?, + U3y:,a) + ag(uryr + uays)

"

= w(y + ay + awyy + aoyr) + ua(yy’ + asys + arys + aoys) + us(ys’ + axys + arys + aoys)

=0 =0 =0
" "1 ’o M

+(uf"y1 + 3ufyy + 3ulyy + uy ye + 3ubyh + 3ubys + us ys + 3usys + Susys)

Fas(ufyr + 2uiy) + ubys + 2uys + usys + 2usys) + ar(Wiyr + ugys + uzys)
2
T d
= Uy + uys +usys) + ——(uiyr + ubys + uzys) 4 (Ui 4 uhyy + uzys) +

d(? dx
d
az—— (s + upys + Uzys) + ax(uiyr + uays + usys) + ar(Uays + uiys + uzys).
De nuevo, la ecuacion anterior se reduce a una ecuacion en tres variables
d*x

d
d—(gulﬂh + uyys + usys) + @(Uﬁyl + uyys + usys) + (uyy) + uys + usys )+

d
+a2%(u’1y1 + uhya + uzys) + ag(uyyy + usys + usyy) + an (Ui +upye +uzys) = f(2).
Esta ecuacién se simplifica al hacer los términos entre paréntesis iguales a cero:

uiyh +ugys +usys = 0,

(4.9.10)

uiyy + ugyy +ugys = 0.

Este supuesto, hace que la ecuacién (4.9.10) se reduzca a
uiyy + uhys + ugys = 0. (4.9.11)

Juntando la informacién en (4.9.10) y (4.9.11), debemos hallar funciones v}, u} y u4 que

satisfagan el sistema

wiyr +upye +usys = 0, Yy Y2 Y3 uy 0
u’ly’l + ugyé + ugyé = 0, o equivalentemente 3/1 yé yé u’2 = 0
Yy +ugys +uzys = f(w), v ys ys ) \us f(z)

Resolvemos este sistema lineal por el método de Cramer. Definimos los determinantes

Y Y2 Y3
W =Wy, y2,u3] = | b w5
T T
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0 v wys vy 0wy i y2 0
Wi=10 wy w|, Wa=lyp 0 w5, W=y v 0

f@) vy s yi f(x) v v yr f(x)
El método de Cramer nos dice que la solucién del sistema anterior es
Wi Wy W3

Al integrar las tres ecuaciones en (4.9.12) obtenemos las funciones u;(x), us(x) y us(x)

requeridas.

En general, para una ecuacién lineal de orden n en forma normal

Y + a1 ()Y + L+ as(@)y + an(2)y + ao(z)y = (=),

las funciones coeficientes ug, ..., u, en (4.9.3) se hallan resolviendo el sistema lineal
Y1 Y2 Ys  --- Un uh 0
Yoo % ¥y Uy 0
vy Yy vy uy | = : : (4.9.13)
: : : . : : 0
gy Y )\ ()

Veamos algunos ejemplos
Ejemplo 4.9.1. Resolver la ecuacién y” + y = cot x
Ejemplo 4.9.2. Resolver la ecuacién y” + 4y = 3cscx

Ejemplo 4.9.3. Resolver la ecuacién v — 63" + 11y — 6y = e* + e~ 7

Con el método de variacion de parametros, podemos resolver ecuaciones lineales con

coeficientes no-constantes. Por ejemplo

2, x

Ejemplo 4.9.4. Para la ecuacién zy” + xy’ — y = bre™*,
(a) Verifique que y; = = y y2 = 1/x, son soluciones de la ecuacién homogénea asociada
en el intervalo (0, 00).

(b) Compruebe que ¥; y y2 forman un conjunto fundamental de soluciones de la ecuacion
homogénea.

(¢) Usando variacién de pardametros, resuelva la ecuacién no homogénea.
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Ejemplo 4.9.5. Para la ecuacién zy” — (v + 1)y + y = 222,

(a) Verifique que y; = 1+ es solucién de la ecuacién homogénea asociada en el intervalo
(0, 00).

(b) Construya una segunda solucién y, de la ecuacién homogénea usando la férmula de

reduccién de orden. Compruebe que y; v y» forman un conjunto fundamental de soluciones
de la ecuacion homogénea.

(c) Usando variacién de pardmetros, resuelva la ecuacién no homogénea.
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4.10. Ecuaciones de Cauchy-Euler

En esta seccion estudiamos una familia particular de ecuaciones lineales donde los coe-
ficientes no son constante. Estas ecuaciones aparecen con frecuencia en problemas sobre
ecuaciones diferenciales parciales elipticas. En particular, suelen aparecen el fenémenos
de transferencia de calor, potencial electrostatico, entre otros. No veremos aqui tales apli-

caciones. Solo nos limitamos a desarrollar un método para resolver estas ecuaciones.

Una ecuacion de Cauchy-FEuler es una ecuacion lineal de la forma

2"y ™ 4 a2y b anr?y” + agzy’ + agy = g(2), (4.10.1)

donde los ag, ay, . .., a, € R son constantes, y las funciones que acompanan a las derivadas
de y son potencias 27 de z (el exponente de 27 corresponde al orden de la derivada que
acompana).

Escribiendo la ecuacién (4.10.1) en forma normal, obtenemos

n o An—1 s ay Qo
y " eyt L Sy sy = (), (4.10.2)

. -

[l]'.
x™ I

donde f(z) = % Claramente los coeficientes no estan definidos en x = 0, de modo
que el dominio de definicién de la ecuacién (4.10.1) es alguno de los intervalos x < 0

6x>0.

En lo que sigue, veremos un método para resolver una ecuacion de Cauchy-Euler en el

intervalo (0, c0).

4.10.1. Transformar a una ecuacion con coeficientes constantes

Suponga que x > 0. El cambio de variable ¢ = log x transforma la ecuacién de Cauchy-

Euler (4.10.1) en una ecuacién lineal con coeficientes constantes. De hecho, observe que

si t = logx (equivalentemente x = e'), entonces j—; = % Luego, las derivadas de y se
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transforman como

d dy dt 1d
- —y—z——y,ﬁxy’:%.

621_:1: dtdev — xdt
d d /d d /1d d dy 1d /d d dy 1d /dy\d
d_xz B dm(di) dx xdgt/> da:( )dg;“L dx (di) d_< )dg;+ d(di)df
1dy id2 2. __ d*y dy

PR — —_ X - — =L

Yy
2 dt + 72 dt2’ dt? dt |

3 2 2 2 2
= o) = w @) - a9 e G- 3
d d*y  dy\ dt
d_ (W__> xzdt<ﬁ_g)da:

- ) At
3

a2 dt a3 dt? de? dt? dt
= 2%y = gtﬁl — 321“3 + 24y

De manera andloga, podemos continuar calculando las expresiones de la forma z7yY), pa-
ra j =1,2,3,.... Con este cambio, obtenemos una ecuacién con coeficientes constantes.

Y podemos resolver como ya vimos en las secciones anteriores.

Ejemplo 4.10.1. Resolver la ecuacién x%y” + 2xy’ — 6y = 0 en el intervalo (0, c0).
Al hacer el cambio de variable t = log x, tenemos que la ecuacién se transforma en

>y dy dy

(G — i) + 2~ v =0

dy

o equivalentemente < W — 4 — 6y = 0. El polinomio caracteristico de esta ecuacién es

(D*—~ D —6) = (D —3)(D+2), con raices m = —2 y m = 3. Luego, la solucién debe ser
de la forma
y = cre ' + cpe.

Transformando de vuelta x = ¢, tenemos que e = (e¢!)™2 = 272 y &% = (e!)? = 2.
Asi, la solucién general de la ecuacién resulta en

Y = cla:_2 + cox”.
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Asf como en el ejemplo anterior, el cambio de variable t = logx (0 # = €') proporciona un
método general para resolver una ecuaciéon de Cauchy-Euler de un modo mas simple: Al
transformar la ecuacién en una con coeficientes constantes, proponemos soluciones para
la ecuacién homogénea como y = €™, donde m son las raices del polinomio caracteristico.
Luego, al hacer el cambio de variable de vuelta, dichas soluciones se modifican a la forma

y = x™ (Véase el diagrama).

’ecuacién Cauchy-Euler en x ‘<— ’ solucién y = 2™ ‘

t=log mi Tx:et

\ecuacién coef. constantes en t\*> solucién y = ™

En resumen, para resolver una ecuacion de Cauchy-Euler homogénea, podemos ahorrar-
nos el cambio de variable proponiendo directamente soluciones de la forma y = x™. Al
sustituir esta solucion y y sus derivadas en la ecuacién diferencial, obtenemos un polino-
mi para m. Las raices de este polinomio, son los posibles valores de m que resuelven la

ecuacion diferencial.

De nuevo, conviene hacer una separacién atendiendo al tipo de raices m obtenidas:

4.10.2. Raices reales distintas

Pendiente...

4.10.3. Raices reales repetidas

Pendiente...
Raices complejas

Pendiente...
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