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Busqueda en Linea

Desarrollamos estrategias para calcular un tamano de paso «ay en los métodos de
descenso gradiente. Recordemos que estos métodos calculan una direccion de
descenso d;, y luego se mueven a lo largo de esa direccion con la iteracion

Xpyq = Xg + apdy.

Al calcular o, tenemos un trade-off: queremos que o, haga una reduccion sustancial del
valor de f, pero al mismo tiempo no queremos invertir mucho costo en hacer la
bisqueda. La eleccion ideal seria el minimo de la funcion ¢(a) = f(Xg + adg), o > 0.
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Busqueda en Linea

En general, identificar este valor global es costoso (requiere muchas evaluaciones de f y
posiblemente Vf.

Existen estrategias mas practicas producen un valor inexacto de o*, pero que producen
resultados a bajo costo. Tipicamente, estos métodos producen una secuencia de
candidatos {«;}i>o ¥ paran cuando alguno de éstos satisface ciertas condiciones. Este
proceso se llama biasqueda en linea.
La bisqueda en linea se hace en dos etapas:

® Una primera fase halla intervalos o regiones con valores deseables para a.

® Un método de biseccion o interpolacion calcula o* dentro de estos intervalos.

Una condicion de paro simple para la biusqueda en linea seria
f(Xe + ardr) < f(Xg).

Esta condicion no es suficiente para garantizar la convergencia al 6ptimo x* de f.
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Busqueda en Linea

Ejemplo: Consideramos la funcion f : R — R dada por f(x) = x3,x, =0,dr, =1,y la
secuencia {a; = (—1)",/1+ 1};5,. Observe que f(x, + cyd) =1+ .
Luego,

FXe + ajpade) = 14+ 75 <1+ 7 = f(Xe + a;dr),
,

es una secuencia decreciente. Sin embargo, lim f(xqa;dy) = lim(1+ 7) = 1, no converge
I—00 1—

al valor del minimo global x* de f.

Dgs(-reming sequence that does not converge to the optimun
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Busqueda en Linea

Para evitar este descenso insuficientes que impide la convergencia, precisamos
condiciones de descenso adecuadas.

Condiciones de Wolfe:
Uno de las condiciones mas populares sobre «y es requerir que satisfaga la condicion
de Armijo:

’ F (% + ) < F(ke) + aNf(xh)Tdk, ()
para alguna ¢; € (0,1). La reduccion es proporcional a a, y a 53 = V f(Xg) dp.

£ @) =flx, wrep)
[ S Im)

e \
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acceptable acceptable
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Busqueda en Linea

El parametro ¢, controla la pendiente de la recta £(ax) = f(Xg) + €1 arV f(Xx)dr en (1).
En la practica, se toman valores muy pequefios (e.g. C; =~ 1074).

Obs! La condicion de Armijo por si sola adn no es suficiente para garantizar la
convergencia. Sin embargo, sabemos que existe un intervalo (0, ¢,) donde los valores
de a en este intervalo satisfacen (1).

En efecto, si d; es una direccion de descensoy 0 < ¢, < 1, entonces V f(x,)'d, < 0. Por
Taylor, sabemos que existe § > 0 tal que si 0 < ay < §, entonces

F(Xe) < f(Xe) + ok V(X)) die < f(Xe) + €1 e V F(Xe) d.
De ahi que para 0 < ay < 6, se satisface (1), aunque no hagan reduccion suficiente de f.
Para evitar esto, se introduce un segundo requisito, conocido como la condicion de
curvatura: T T
V(X + ardr) dr > €2 V f(Xg) dp, (2)

para algin ¢, € (0,1),¢; < ¢, < 1.
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Busqueda en Linea

El término en el lado izquierdo de (2) es justamente ¢’(ay), de modo que la condicion de
curvatura segura que la pendiente ¢’(ag) > ¢, ©'(0) es al menos c, veces la pendiente
en el punto inicial ¢’(0) = V f(x¢)"d.

N (o) =fix+opy)

Lo / AR
: * P
\\ [ desired o
- L slope / ‘I
tangent X ‘\ '
il . - )

acceptable acceptable

® Si ¢'(ag) es fuertemente negativa, esto es un indicador de que podemos reducir f
significativamente moviéndose en esa direccion, con ese valor de «,.

® Si ¢'(ag) es cercano a 0, no debemos esperar mucha reduccion de f en esa dir.
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Busqueda en Linea

Valores tipicos para ¢, son ¢, =~ 0.9, cuando d; se elige usando métodos de tipo Newton
o quasi-Newton. O ¢, ~ 0.1 cuando dj proviene de método de gradiente conjugado.

A las condiciones de Armijo y de curvatura juntas, se les conoce como las condiciones

de Wolfe:
fe + ardr) < f(Xe) + €1k V(%) dp, (3)
GV(Xe)'dr < V(X + ardr) dp, (4)
coN0 <G <G <1

La idea es que un valor de o, de tamano de paso que satisface las condiciones de Wolfe,
produce puntos X, + o d, que estan suficientemente cerca de un minimo local de ¢.

La condicion de curvatura (2) puede modificarse para forzar que «y, esté cerca de un
minimo local de f. Asi, se definen las condiciones de Wolfe fuertes:

fOXe +ardr) < f(Xe) + €1 ar V F(Xe) de, (5)
G|VF(Xe) de|l > [VF(Xe + ardr) del, (6)
CoON0 <G <C <1
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Busqueda en Linea

Teorema (Existencia de a con Condiciones de Wolfe)

Seaf :R" — R de clase C', d;, una direccion de descenso en X, y suponga que f es
limitada inferiormente en el rayo {X; + ad; : @ > 0}. Si 0 < ¢; < ¢, < 1, entonces existe
un intervalo para o donde se satisfacen las condiciones de Wolfe y las condiciones de
fuertes de Wolfe.

Prueba: La funcion ¢(a) = f(Xk + adg) es limitada inferiormente, para « > 0. Como

V f(Xx)'d < 0, la recta £(a) = f(xXg) + o V f(X,)"d interseca a ¢ en al menos un punto
a > 0.

I :f(xk+otp‘)

e, | (o)
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Busqueda en Linea

(Esto es porque £(0) = ¢(0), y si b es una cota inferior para ¢, entonces ¢ interseca a
y = b. Como 0 < ¢, < 1, entonces / interseca también a ¢, en algin punto «, (¢ decrece
menos que ¢)).

Sea o’ > 0 el menor valor donde ¢ corta a ¢, o' = inf{a > 0: £(a)) = p(«)}. Luego,

(X + o'dg) = f(Xg) + €1 &’V f(Xg)"dg. Como 0 < ¢, < 1, por definicion de o’ se sabe que
(X + adg) < f(Xg) + €1 V f(X¢)"dg, para todo 0 < a < o/, y se satisface la condicion de
Armijo (1) en (0, /).

Por el Teorema del Valor Medio, como ¢ es diferenciable en (0, o), existe o” € (0, ’) tal
que

fxe + 0" di) — f(xe) = (') = 9(0) = o’ - /(") = &/ V(X + ") d.

Luego, Vf(x, + a”dg) = ¢1 Vf(X)dr > ¢, V(%) dp, ya que ¢, < ¢, y Vf(x)'dg < 0.
Asi, o € (0, a’) satisface la condicion de curvatura (2), y portanto las condiciones de
Wolfe.

Ahora, como V f(x;) es continua, entonces la condicion de curvatura también se cumple
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Busqueda en Linea

en una vecindad U de «”, y las condiciones de Wolfe se satisfacen en el intervalo
I=Un(0,a).

Por otro lado, como V f(x,, + o”dg)'dr < 0y V f(x:)"d, < O, entonces
—V (X + o"d) dp < —C2 Vf(Xe) g,

de modo que |V f(x, + a”dp) dk| < ¢, |V f(xg) dp]-
Esto muestra que o’ y el intervalo | también satisfacen las condiciones fuertes de Wolfe.

O
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