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Problema de optimizacién con restricciones

Problemas Generales de Optimizacién No Lineal

Los problemas generales de optimizacién no lineal son de la forma

Minimizar f(x)
Sujeto a  hi(z)
()
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Problema de optimizacién con restricciones

Problemas Generales de Optimizacién No Lineal

Los problemas generales de optimizacién no lineal son de la forma

Minimizar f(x)
Sujeto a  hi(z)
()

donde las funciones f : RF - R, h: RF - R g : R* — RP son
dos veces continuamente diferenciables en R™.
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Problema de optimizacién con restricciones

Problemas Generales de Optimizacién No Lineal

Notemos que se puede reescribir como:

( ) hl(SL’) 1= 1,...,l
C;\T) =
max(gi—l(‘r)_bi—lao) Z:l+1a7l+p

Por lo que se puede tomar el problema anterior como:

Minimizar f(x)
Sujeto a ¢(x) =0
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Problema de optimizacién con restricciones

Problemas Generales de Optimizacién No Lineal

La funcién ¢ se denomina funcidén objetivo y el conjunto:
Q={zeR":¢(x) =0}

se llama conjunto factible.
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Problema de optimizacién con restricciones

Problemas Generales de Optimizacién No Lineal

La funcién ¢ se denomina funcidén objetivo y el conjunto:
Q={zeR":¢(x) =0}

se llama conjunto factible. Y una solucién del problema es un
punto z* € ) tal que f(z*) < f(z) para todo = € Q.
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Penalizacién de cuadrados

Solucién

En 1969, Powell y Hestenes propusieron el método del Lagrangiano
aumentado como una alternativa mds robusta en el contexto de
problemas de programacién no lineal, cuando se buscaban métodos
que permitieran manejar restricciones de una forma mds efectiva y
estable que los métodos de penalizacién tradicionales.
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Penalizacién de cuadrados

Métodos de Penalizacion Cuadratica

Uno de los métodos de penalizacién tradicionales ampliamente us-
ados es el método de penalizacién cuadrdtica. El cual, agrega
términos de penalizacién al objetivo para forzar que las restricciones
se cumplan/ castigar las violaciones de las restricciones. Pero pueden
presentar problemas de estabilidad y precisién.
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Penalizacién de cuadrados

Métodos de Penalizacion Cuadratica

Método de penalizacidn cuadrética con restricciones de igualdad:

min ¢(z,p) = £(@) + Sle(@)|?
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Penalizacién de cuadrados

Métodos de Penalizacion Cuadratica

Método de penalizacidn cuadrética con restricciones de igualdad:

min ¢(z,p) = £(@) + Sle(@)|?

donde p > 0 es un pardmetro de penalizacién. El objetivo es hacer
que los valores de ¢;(z) se acerquen a cero, penalizando mas fuerte-
mente a medida que p crece. Por lo que generalmente se elige una
susecion pg — 0o y se utiliza la solucién de ¢(x, pi) como posicién
inicial para solucionar ¢(z, pr11)
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Penalizacién de cuadrados

Algoritmo Penalizacion de cuadrados

Algorithm 1 Penalizacién de cuadrados
for k=1,2,... do
if convergencia then
parar
end if
xy, <— argmin, o (x, p) con valor inicial zj_;

€SCoger pPri1 > Pk
end for
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Penalizacién de cuadrados

Convergencia de Penalizacién Cuadratica

Teorema

Si xy, es el minimo global de ¢(x, p) con py, T oo, entonces
cualquier punto Iimite z* de esa secuencia es minimo global
factible de f
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Penalizacién de cuadrados

Considérese la funcién de Rosenbrock f(z,y) = (1 —x)? +100(y —
22)? sin restricciones.
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Entonces, la funcién tiene un minimo global en (x,y) = (1, 1), donde
f(z,y) = 0. En el caso trivial de a = 0 la funcién es simétrica y el
minimo esta en el origen.
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Penalizacién de cuadrados

Considérese la funcién de Rosenbrock f(z,y) = (1 —z)? +100(y —
22)2con (x — 1) —y+1<0y2r—y—2<0. Con valor inicial
(z,y) = (=1,2) y po =1
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Penalizacién de cuadrados

Considérese la funcién de Rosenbrock f(z,y) = (1 —z)? +100(y —
22)2con (x — 1) —y+1<0y2r—y—2<0. Con valor inicial

ekl

-15 -10 -05 00 05 10 o 10 20 30 40

Nétese que se necesita un p = 283,387,333 para obtener una
factibilidad aceptable ||c(x, y)|| < 1le-6
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Penalizacién de cuadrados

Considérese la funcién de Rosenbrock f(z,y) = (1 —z)? +100(y —
22)2con (x — 1) —y+1<0y2r—y—2<0. Con valor inicial
(z,y) = (=1,2) y po = 1000
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Penalizacién de cuadrados

Considérese la funcién de Rosenbrock f(z,y) = (1 —z)? +100(y —
22)2con (x — 1) —y+1<0y2r—y—2<0. Con valor inicial
(z,y) = (=1,2) y po = 1000

ekl
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Notese que se necesita un p = 985, 261 para obtener una factibilidad
aceptable ||c(z,y)|| < 1le-6
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Penalizacién de cuadrados

Considérese f(z,y) = —Inz —Iny con x +y < 1.
Utilizando valor inicial (z,y) = (0.3,0.3)
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Penalizacién de cuadrados

Considérese f(z,y) = —Inz —Iny con x +y < 1.

Utilizando valor inicial (z,y) = (0.3,0.3)

En este caso, no converge el algoritmo :( Se puede observar que
el niimero de condiciéon de la Hessiana es proporcional al parametro

p.

valor de condicién
=
&

10! 103 10° 107 10°
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Lagrangiano Aumentado

Lagrangiano Estandar y Multiplicadores de Lagrange

Dado un problema de la forma:

Minimizar f(x)
Sujeto a  h;(z)

se reescriben las condiciones como:
hi i=1,...,1
i) = 41 Z.
max(gifl(:r) _biflao) Z:l+1a7l+p
Y el Lagrangiano estandar es:
L(z,\) = f(z) + A e(2),

donde \; son los multiplicadores de Lagrange. La funcién L(x, \)
permite transformar el problema con restricciones en un problema

sin restricciones.
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Lagrangiano Aumentado

Lagrangiano Aumentado

El Langraniano Aumentado es un método que combina ideas de
los multiplicadores de Lagrange (usados en optimizacién con re-
stricciones de igualdad) con términos de penalizacién cuadratica ex-
plicados anteriormente, logrando cumplir mejor las restricciones y
proporcionando una convergencia mas estable.
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Lagrangiano Aumentado

Comparacién: Penalizacién Cuadratica vs. Lagrangiano
Aumentado

El método de penalizacidén cuadratica tiende a ser inestable al au-
mentar el pardmetro p, ya que grandes valores de penalizacién pueden
afectar la condicién numérica del problema. En cambio, el La-
grangiano aumentado combina los términos de penalizacién con los
multiplicadores de Lagrange, logrando una convergencia mas estable
al no depender de un valor elevado de p.
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Lagrangiano Aumentado

Comparacion entre Lagrangiano Estandar y Lagrangiano
Aumentado

El Lagrangiano estdndar es (til para manejar restricciones de igual-
dad, pero no controla bien las violaciones de las restricciones, ya
que no penaliza las desviaciones de c(x) fuera de cero. El La-
grangiano aumentado, por otro lado, incluye un término de penal-
izacién cuadratica:

Lala, X, p) = f(@) + N e(a) + Sle() |,

donde p > 0 es un pardmetro de penalizacién. Este término penaliza
las violaciones de las restricciones y mejora la convergencia hacia el
conjunto factible.
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Lagrangiano Aumentado

Lagrangiano Aumentado

Entonces, el Lagrangiano Aumentado busca minimizar la funcién
Minimizar £4(x,\,p) sujeto a z € Q

Donde,

hl(SL’) iZl,...,l

ci(x :
max(gi—l(‘r)_bi—lao) i=l+1,.,0+p

De esta forma, se observa que este método tiene como objetivo
incorporar las restricciones dentro de la funcién objetivo.
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Lagrangiano Aumentado

Algoritmo Lagrangiano Aumentado

Algorithm 2 Lagrangiano Aumentado
fork=1,2,... do
if convergencia then
parar
end if
xy, < argmin, L4 (x, Ak, pr) con valor inicial xp_1
Akt1 < Ak + pre()
escoger Pr+1 = Pk
end for
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Lagrangiano Aumentado

Convergencia Lagrangiano Aumentado

Teorema

Sea x* solucién local del problema en el que las derivadas de las
restricciones son l.i., y que el criterio de segunda derivada
concuerda con A\x. Entonces existe p tal que si p > p, entonces x*
es minimo local estricto de L£4(x, \*, p)

Ademas, existe un escalar M tal que

® La(x, \g, pr) tiene solucién factible dnica zy, y
g — 2*|[ < M|[Ax — A*||/ pr
® Si pi > p, entonces ||Apt1 — || < M||Ax — X*||/ px
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Lagrangiano Aumentado

Considérese la funcién de Rosenbrock f(z,y) = (1 —z)? +100(y —
22)2con (x — 1) —y+1<0y2r—y—2<0. Con valor inicial
(x,y) = (—1,2) con pg = 1000
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Lagrangiano Aumentado

Considérese la funcién de Rosenbrock f(z,y) = (1 —z)? +100(y —
22)2con (x — 1) —y+1<0y2r—y—2<0. Con valor inicial
(x,y) = (—1,2) con pg = 1000

ekl
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Notese que se necesita un p = 22, 500 para obtener una factibilidad
aceptable ||c(z)]] < 1le-6
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Lagrangiano Aumentado

Considérese f(xz,y) = —Inz —Iny con x +y < 1.
Utilizando valor inicial (z,y) = (0.3,0.3) con pg =1
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Lagrangiano Aumentado

Considérese f(xz,y) = —Inz —Iny con x +y < 1.
Utilizando valor inicial (z,y) = (0.3,0.3) con pg =1

lctal

08 09 10 o 2 4 6 8 10

En este caso se necesité un p &~ 87 para obtener ||c(z)|| < le-6
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Lagrangiano Aumentado
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