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Optimizacion sin Restricciones

En optimizacién sin restricciones, especialmente en problemas no lineales y de alta
dimension, la eleccién del tamafio de paso correcto es crucial. Pasos pequenos pueden
hacer que la convergencia sea lenta, mientras que pasos grandes podrian alejarnos de
las soluciones éptimas.
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Meétodos de Region de Confianza

En cada iteracidn se define una regién de confianza, como un vecindario alrededor de
la solucién actual. En esta regidn se espera que la funcién modelo refleje
adecuadamente el comportamiento de la funcién objetivo.

Como funcién modelo generalmente se utilizd una funcién cuadratica:
T 1 7
mi(p) = fi + Vi p+ 5P Bikp (1)

Donde p es el paso tomado dentro de la regidn de confianza con radio A, fi es el valor
de la funcién objetivo en el punto actual xx y B es una matriz que representa una
aproximacién al Hessiano (o el Hessiano exacto) de la funcién objetivo. El radio A se
establece como un parametro inicial y se ajusta en cada iteracidén en base a los
resultados de la misma.

Entonces como subproblema se busca optimizar el modelo cuadratico, sujeto a la
restriccién ||p|| < A.
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juste del Radio

Como se menciond anteriormente el radio A no es constante, se ajusta de acuerdo al
resultado de las previas iteraciones. Para esto se utiliza una relacién que explica el
éxito que mide la reduccidn real de la funcién objetivo y se divide por la prediccién de
la reduccién en el modelo.

() — f(xi + px) 5
Pk = 0 ()
my(0) — my(px)

Cuando la relacién es cercana a 1 entonces se tiene un modelo preciso por lo que se
puede expandir el radio permitiendo pasos mas grandes y acelerando la convergencia,
mientras que si difiere mucho de 1 se requiere mas precision por lo que se reduce el
radio. En casos intermedios se suele dejar el radio sin ajustes, dependiendo de los
umbrales de tolerancia que se definan.
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Algoritmo General

Algoritmo 1.1 Regién de Confianza (Actualizacién de A)

A>0,00 € (0,A),n€10,})
while Criterio de paro do
Obtener py minimizando (1) y calcular px con (2)
if p, < % then
Apsr = gllpell

else
if px > 2 and ||pk|| = Ak then
Ais1 = min(2A,, A)
else

A1 = Dy
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Algoritmo General (Continuacién)

Algoritmo 1.2 Regién de Confianza (Actualizacién de x)

while Criterio de paro (Continuacién del while anterior) do
if px > 1 then
Xk+1 = Xk + Pk
else
Xk+1 = Xk

A es un valor arbitrario para definir un limite superior del radio de la regién de
confianza, Ag es el radio inicial y 1 es un umbral arbitrario con el cual se considera que
el paso py es suficientemente bueno para darse (si px es mayor a 7).
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Punto de Cauchy

El punto de Cauchy p¢ minimiza my en la direccién de mayor decrecimiento (—Vfx);

simplemente se limita a que esté dentro de la regién de confianza (||pf|| < Ak). pF
nos sirve como una aproximacioén de bajo costo y facil de calcular de px que nos
garantiza un reduccién suficiente del modelo y por lo tanto lleva a convergencia global
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Figure: Representacion visual del punto de Cauchy
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Algoritmo para el punto de Cauchy

Algoritmo 2 Cilculo del punto de Cauchy (v.1)

Encontrar p; que minimiza una versién lineal de (1):
p; = arg miRr) fe + VAT p tal que ||p|| < Ak
peER?

Calcular 7 > 0 que minimice my(7xp;) manteniéndose dentro de la regién de confi-
anza:
i = arg min my(rp}) tal que [l < A

-

C _
P, = Tkpi

Al resolver las ecuaciones dentro de este algoritmo se puede obtener una segunda
versidn para obtener el punto de Cauchy con operaciones definidas.
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Algoritmo para el punto de Cauchy (Continuacién)

Algoritmo 3 Cilculo del punto de Cauchy (v.2)

A
Pk = —Tvan Vi
if V] ByVf, <0 then
pc =P}
else

7 = min | —IVAIP__ 4
k ANVETBVE

C _
Pk = TkPj
return ka
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Punto de Cauchy Mejorado

Es importante notar que el punto de Cauchy ka da una reduccién suficiente a la
funcién modelo que garantiza convergencia global. Sin embargo, simplemente utilizar
el punto de Cauchy es una versién del método de descenso mas empinado (Steepest
Descent) con un tamafio de paso determinado, el cual se conoce que no tiene el mejor
rendimiento incluso cuando se utiliza el punto éptimo de descenso.

Por esto, los métodos que buscan una solucién py al subproblema de regién de
confianza utilizan el punto de Cauchy como un punto de partida, el cual mejoran para
obtener convergencia acelerada. Para esto se puede reformular el subproblema de
region de confianza como (sin los subindices k para simplificar la notacién):

1
inm(p)=f+g'p+-p'B
i, (p) tg pt+op Bp (3)

donde ||p|| < A, con solucién p*(A) que enfatiza la dependenciade Ay g7 = VF(x).
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El Método Dogleg

El método Dogleg es uno de los que utilizan el punto de Cauchy e intentan mejorarlo.
Para esto se evalla el efecto del radio de la regidén de confianza A en la solucién
p*(A), del subproblema (3).

Cuando B es positivo definida, entonces el minimizador de m es el paso completo
pB = —B~!g. Cuando este es factible en (3), es una solucién, por lo que p*(A) = pB
siempre y cuando A > ||pB||.

g

Ademds cuando A es pequefio tenemos que p*(A) ~ _A||g||'

Para valores intermedios de A la solucién p*(A) sigue una trayectoria curvada.
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El Método Dogleg

El método Dogleg reemplaza la trayectoria curvada por dos segmentos de linea. El
primero sigue desde el origen hasta el minimizador de descenso mas empinado definido
T
_8&g
2T Bg8"

por p!V =

El segundo segmento comienza en pV y termina en p®. Formalmente se denota la
trayectoria p(7) para 7 € [0, 2], donde

5(7) Y, <7<1,
T =
g pUt (r—1)(pF —pU), 1<7<2

El método escoge p para minimizar el modelo m en esta trayectoria, sujeto a la
acotacion de la region de confianza.
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Trayectoria del método Dogleg
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Figure: Trayectoria del método Dogleg
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Soluciéon del Método Dogleg

Es de notar que no es necesario realizar una busqueda en el método, ya que la
trayectoria Dogleg intersecta a lo mds 1 vez la regién de confianza y es posible
computar esta interseccidén analiticamente.

Lemma

Sea B positiva definida. Entonces:

(i) ||1(7)|| es una funcién creciente de T y
(ii) m(p(7)) es una funcion decreciente de .

Dado esto, la trayectoria p(7) intersecta con el limite de la regién de confianza
l|p|]| = A exactamente en un punto si |[pZ|| > A y en ninguno en cualquier otro caso.
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Soluciéon del Método Dogleg

Como m es decreciente en la trayectoria, el valor de p sera pB si ||pB|| < A, en caso
contrario serd en el punto de interseccidén de la trayectoria y el limite de la regién de
confianza. En este caso se calcula el valor apropiado de 7 resolviendo

IpY + (= 1)(p® — pY)|? = A?

Figure: Paso de Dogleg




Subalgoritmo para Dogleg

Ya que el método de Dogleg se enfoca en calcular un py, el algoritmo completo del
método simplemente debe ser una adaptacién del Algoritmo General descrito
anteriormente.

Algoritmo 4 Subalgoritmo Dogleg

PU = _ggTTngg
pP=-B7'g
if ||pZ|| < A then
return pB
else if ||pY|| > Auand |[pB|| > A then

return —Am
else

return pY 4 (1 — 1)(pB — pY) tal que intersecta la regién de confianza
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Ejemplo: Minimizar la funcién de Rossenbrock

f(x) = 1000x2 — x2)% + (1 — x1)? (4)

Trayectoria del algoritmo Dogleg Superficie de Rosenbrock y trayectoria
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Figure: Visualizacién de la solucién del método Dog-Leg




Comparacion: Descenso Gradiente
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Figure: Trayectoria Steepest Descent con Golden Ratio




