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Introduccién

Introduccién: Algoritmo de

e El método de Newton es una algoritmo iterativo que
permite obtener el éptimo «* de una funcién 2 veces
continuamente diferenciable f : R — R.

¢ Es un algoritmo de optimizacién sin restricciones
e A partir de un punto inicial o se genera una secuencia

{zr}
T =z — (V2 fr) 'V i

donde V?f, = V2f(x;) es el Hessiano y V f, = Vf(x) es
el gradiente
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Introduccion
Algoritmos Cuasi-Newton

Introduccion

¢ Para encontrar el nuevo punto xj 1 a partir de xy, se
define d = x — x;, y se usa una aproximacién de Taylor de
segundo orden de la funcién

1
my(d) = fk+VTfkd+§dTV2fkd
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Introduccion
Algoritmos Cuasi-Newton

Introduccion

¢ Para encontrar el nuevo punto xj 1 a partir de xy, se
define d = x — x;, y se usa una aproximacién de Taylor de
segundo orden de la funcién

1
my(d) = fk+VTfkd+§dTV2fkd

e Eltamano de paso p se obtiene calculando el gradiente,
igualando a cero y resolviendo para p

Vie+Vifid = 0
d = —(V*fe) 'Vfe

Tip1 = xp — (V) Vi, ap =1
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Introduccién

Introduccion

¢ Una de la problematicas del método de Newton es que
requiere calcular el Hessiano V2 f;. el cual pueder ser muy
costoso

e Mas aun, requiere del célculo de la inversa del Hessiano
2 —1
di, = —(V°fu) Vi

e Otro problema es que no se puede garantizar que d;. sea
una direccién de descenso, i.e, puede suceder que
divVfi, = -V £.(V2fx) "'V fr > 0 en alguna o varias
iteraciones ..., por ejemplo, si V2 f;. es definida negativa.
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Introduccién

Introduccion

e Una alternativa de solucién, cuando dj no es una
direccion de descenso, es modificar el Hessiano
afadiendo una matrix E; de modo que la nueva matriz
B = V2f;. + E;, sea definida positiva. En ejemplo trivial,
seria hacer E; un multiplo de la matriz idéntica E; = 71.
La nueva direccion de descenso seria

d = -B;'Vf
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Introduccién

Introduccion

e Una alternativa de solucién, cuando dj no es una
direccion de descenso, es modificar el Hessiano
afadiendo una matrix E; de modo que la nueva matriz
B = V2f;. + E;, sea definida positiva. En ejemplo trivial,
seria hacer E; un multiplo de la matriz idéntica E; = 71.
La nueva direccion de descenso seria

d = -B.'Vf,

¢ |a alternativa anterior garantiza que la direccién d;, sea de
descenso, sin embargo, requiere del calculo de Hessiano.
Ademas necesita de un algoritmo que garantice que la
nueva matriz B sea definida positiva (p.e. Cholesky).
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Introduccién

Introduccion

e Una alternativa de solucién, cuando dj no es una
direccion de descenso, es modificar el Hessiano
afadiendo una matrix E; de modo que la nueva matriz
B = V2f;. + E;, sea definida positiva. En ejemplo trivial,
seria hacer E; un multiplo de la matriz idéntica E; = 71.
La nueva direccion de descenso seria

d = -B.'Vf,

¢ |a alternativa anterior garantiza que la direccién d;, sea de
descenso, sin embargo, requiere del calculo de Hessiano.
Ademas necesita de un algoritmo que garantice que la
nueva matriz B sea definida positiva (p.e. Cholesky).

e Existe alguna otra alternativa??
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Introduccién

Introduccion

¢ Los métodos cuasi-newton construyen un modelo que se
basa en medir los cambios del gradiente.

e Solo requieren del célculo del gradiente, similar al
algoritmo de maximo descenso.

e Su comportamiento es superior al algoritmo de maximo
descenso.

¢ En lugar de calcular el Hessiano en cada iteracién se
propone un método que permite calcular una secuencia
B usando la curvatura medida en el paso actual.
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Introduccion
Algoritmos Cuasi-Newton

Introduccion

e El primer algoritmo Cuasi-Newton fue propuesto por
Davidson en 1959, luego fue estudiado por Fletcher and
Powell, y es conocido como el Algoritmo DFP en honor a
sus trabajos.

¢ Una mejora del algoritmo DFP se obtuvo
independientemente por Broyden, Fletcher, Goldfarb y
Shanno por eso es conocido como el Algoritmo BFGS
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Correccion de rango 1. Symmetric rank 1 (SR1)

Introduccion
Algoritmos Cuasi-Newton

Recordatorio

En el problema cuadratico

1
min f(x) = iccTQw ~ bz

donde QT = Q, al usar la actualizacién de descenso
Tpi1 = T+ adg
Por otro lado
g1 = Qmpyp1—b
g, = Qup—0b
se llega a la conclusién

Q(Trt1 —xk) = Gri1— 9k
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Correccion de rango 1. Symmetric rank 1 (SR1)

Introduccion
Algoritmos Cuasi-Newton

Recordatorio

Definiendo y, = g1 — g1 Y Sk = Trp1+1 — T}, Se tiene la relacion

Qs = Yy

gue se conoce como ecuacion de la secante. Podemos
escribir tambien

Q 'y, = si
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Correccion de rango 1. Symmetric rank 1 (SR1)

Introduccion
Algoritmos Cuasi-Newton

ldea General

Para el problema general

min f(x)

La idea de lo metodos Cuasi-Newton es usar una aproximacion
del metodo de Newton

-1
Tp1 = xp— B gy
Tp+1 = xk — Higy

donde By, ~ V2f, 0 Hy, ~ V2 £, 1.
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Correccion de rango 1. Symmetric rank 1 (SR1)

Introduccion
Algoritmos Cuasi-Newton

ldea General

Que se obtienen de minimizar alguno de los modelos

1
mp1(d) = foor + V7 frad+ QdTBk-i-ld

1 _
mir(d) = for1 + VT frd+ idTHkild

donde By, ~ V2f, 0o Hy, ~ V2, .
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Correccion de rango 1. Symmetric rank 1 (SR1)

Introduccion
Algoritmos Cuasi-Newton

ldea General

Para determinar las matrices anteriores se imponen algunas
condiciones a las matrices By1 0 Hy .

Por ejemplo se pide que sean simétricas y satisfagan la
ecuacion de la secante, ie

Biiisy = yyi
Hy1yy = sk

14/58



Correccion de rango 1. Symmetric rank 1 (SR1)

Introduccion
Algoritmos Cuasi-Newton

Symmetric rank 1

A partir de ahora vamos a aproximar la inversa del Hessiano,
ie, H, ~ Vka_l.
La idea es construir una secuencia Hy, Hy, - - - que satisfaga,

Hk:—l—lyi = Si7i:0a1a"'k
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Correccion de rango 1. Symmetric rank 1 (SR1)

Introduccion
Algoritmos Cuasi-Newton

Symmetric rank 1

La correccion de rango 1 se puede escribir como sigue

Hiyy = Hk—{—a:BxT
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Correccion de rango 1. Symmetric rank 1 (SR1)

Introduccion
Algoritmos Cuasi-Newton

Symmetric rank 1

Luego
Hiye = Hyy, +oazz’y,
az(z’y,) = sp—Hyy,
s — Hyyy
l’.l: —_—
azxTy,
y por tanto

)T

(81 — Hryy)(sk — Hyyy,
a(zTy,)?

Hypn = Hip+

cuanto es a(z’y,)*?
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Correccion de rango 1. Symmetric rank 1 (SR1)

Introduccion
Algoritmos Cuasi-Newton

Symmetric rank 1

De la igualdad az(x"y,) = s, — Hyy, se tiene

az(zly,) = si—Hy,
ayiz(zTy,) = yi(sk —Hyyy)
a(z'y,)? = yi (s, —Hyyy)

Por lo que finalmente se tiene

(sk — Hipyy) (sk, — Hyyy)
yi (sk — Hyyy)

HifY = Hp+
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Correccion de rango 2. Davidon-Fletcher-Powel (DFP)
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Introduccion Correccion de rango 2. Davidon-Fletcher-Powel (DFP)

Algoritmos Cuasi-Newton

Symmetric rank 2

La correccion de rango 2 se puede escribir como sigue
Hi., = Hp+ axzx! + ,Bny
satisfaciendo

Hiy, = sk
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Introduccion Correccion de rango 2. Davidon-Fletcher-Powel (DFP)

Algoritmos Cuasi-Newton

Symmetric rank 2

Luego

Hiny, = Hyy, +azz’y, + Byy’y,
ax(xTy,) + By(yly,) = sk —Hyyy
az"y )z + By Yy = sp— Hyyy

La ecuacién anterior tiene infinitas soluciones, por lo que
podemos tomar o podemos definir convenientemente

= Sk

y = Hpy,
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Introduccion Correccion de rango 2. Davidon-Fletcher-Powel (DFP)

Algoritmos Cuasi-Newton

Symmetric rank 2

[z yy)lsk + By v ) Hryy = sk — Hiyy

Luego se toma

a(@’y,) = 1
Blyyy) = -1
es decir
1 1
CT ATy, &y,
R
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Introduccion Correccion de rango 2. Davidon-Fletcher-Powel (DFP)

Algoritmos Cuasi-Newton

Symmetric rank 2

Finalmente se tiene

T T
DFP Sk Sy, Hk:ykyk Hy,
H. [ = Hp+ —

Sfyk ngkyk
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Algoritmo DFP: aproximandc

Introduccion Correccién de rango 2. Davidon-Fletcher-Powel (DFP)

Algoritmos Cuasi-Newton

Algorithm 1 DFP

Require: =,y Hy
Ensure: x*
1: k=0
2: while ||V fi|| # 0 (No conveja) do

3:

I

7:

d, = —H,Vf;
Calcular o, usando busqueda en linea.
Tpy1 = T + apdy
Cacular V fr11, Yy, sx y actualizar Hy 1
Hyy,yl Hy spsl

H. = H, — EYeYg k

kot k Yy Hyy, yT sy,
k=k+1

8: end while
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Introduccion

Algoritmos Cuasi-Newton Algoritmo DFP usando aproximacion del Hessiano

Definamos U, V, a y by eliminemos los indices por comodidad

U = [as,bHy]
v | ]
1
a? = m

1
"= Ty
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Introduccion

Algoritmos Cuasi-Newton Algoritmo DFP usando aproximacion del Hessiano

DFP usando aproximacion de

Nota que

as”
UV = [as,bHy] [ _byTH ]
= a’ss’ —bv*Hyy™H
ss’  Hyy™

yT's yTHy
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Introduccion

Algoritmos Cuasi-Newton Algoritmo DFP usando aproximacion del Hessiano

DFP usando aproximacion d

Luego podemos escribir

- HpypyiHi | sisi

yi Hyyy, yl sy
= Hp+UgVy

Hyn = Hi

Apliquemos la formula de Sherman-Morrison-Woodbury

(A+UV)™ = A'—A'U(I+VAlU) 'va!
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Introduccion

Algoritmos Cuasi-Newton Algoritmo DFP usando aproximacion del Hessiano

DFP usando aproximacion de

ComoB=H"!ie, BH=1

H+UV)! = H'-H'U(I+VH'U)"'VH!
= B-BU(I+VBU) 'VB

Primero calculemos VBU y luego (I + VBU) ™
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Introduccion

Algoritmos Cuasi-Newton Algoritmo DFP usando aproximacion del Hessiano

DFP usando aproximacion de

GST

VBU = | _byTH ] Blas, bHy]

CLST

= | _pTH ] [aBs, b BHy]|
] a’s"Bs abs"BHy
I —aby"MBs —b*y"HBHy
a’s"Bs absTy
i —aby’s —b’yTHy
[ a®*s"Bs absTy
I —aby’s -1
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Algoritmos Cuasi-Newton

DFP usando aproximacion de

I1+VBU

Luego

(I+VBU)!

Introduccion ) : L, )
Algoritmo DFP usando aproximacion del Hessiano

[ 1 0 ] [ a’s’Bs absTy ]

0 1 —aby’s -1
a’s™Bs+1 absTy
—aby’'s 0
1 0 —absTy
(ab)2(yTs)? | aby’s a*s"Bs+1
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Introduccion

Algoritmos Cuasi-Newton Algoritmo DFP usando aproximacion del Hessiano

DFP usando aproximacion de

U(I+ VBU) 'V

= s bHy) [

(ab)*(y"s) O TE H o ]

aby’s a’s"Bs+1 —by'H
1 ab’y’ sy H
SR e ] Dy
a?b’yTssyTH + a?b’yT sHys” — b*(a®>s"Bs + 1)Hyy'H

a2 (yT's)2
_ a*y’sHys” + a*y’ssy’H — (a*s"Bs + 1)Hyy'H
o T

y’'s

(a’s"Bs + 1)Hyy'H
y’s

= a*Hys? +a’sy’H —
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Introduccion

Algoritmos Cuasi-Newton Algoritmo DFP usando aproximacion del Hessiano

DFP usando aproximacion d

Como p=a%= ﬁ entonces
U(I+VBU)"'V = pHys” + psy’H — p(ps'Bs + 1)Hyy ' H
Luego

BU(I+ VBU) 'VB
= pBHys'B + pBsy’ HB — p(ps’Bs + 1)BHyy HB
= pys' B+ pBsy” — p(ps"Bs + 1)yy”
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Introduccion

Algoritmos Cuasi-Newton Algoritmo DFP usando aproximacion del Hessiano

DFP usando aproximacion de

H+UV)!
= B-BU(I+VBU) 'VB
= B-pys'B—pBsy’ +p’s'Bsyy" + pyy"
= B pys'B—pBsy" + p’ys' Bsy” + pyy"
= (I-pys")B—(I—pys")pBsy” + pyy"
(I—pys")B—(I1-pys")pBsy” + pyy”
= (I—pys")(B—pBsy") + pyy”
(I—pys")B(I— psy”) + pyy”
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Introduccion

Algoritmos Cuasi-Newton Algoritmo DFP usando aproximacion del Hessiano

DFP usando aproximacion d

Finalmente, incluyendo los subindices

Bii1 = (I— pryist)Bi(I— prsiyl) + pryryi

1
con = —7F—
Pk vl sh

Note que By, > 0 siempre que By > 0, pr > 0y no se halla
llegado a la solucion, esto ultimo significa que y,, # 0. Para
ello, se puede verificar que ' By > 0 para todo x # 0. Una
idea es considerar los casos 'y, =0y Ty, # 0
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Introduccion

Algoritmos Cuasi-Newton Algoritmo DFP usando aproximacion del Hessiano

DFP usando aproximacion de

En resumen, para Davidon-Fletcher-Powell (DFP) se cumple

- HuypyiHy | sisp
yi Hyy yl'sy,

DFP _
Hk+1 = Hy

Usando la formula de Sherman-Morrison-Woodbury

BPEP = (- peyis?)Be(X - prsiyl) + pryryit
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DFP- aproximando el Hessie

Introduccion

Algoritmos Cuasi-Newton Algoritmo DFP usando aproximacion del Hessiano

Algorithm 2 DFP- aproximando el Hessiano

Require: =y By

Ensure: x*
1: k=0
2: while ||V fi|| # 0 (No conveja) do
3 dp=-B;'Vf
4:  Calcular o, usando busqueda en linea.
5. Xpt1 =Xk + apdy
6: Cacular V fx11, yg, Sk, pr Y actualizar By,
Biy1 = (I— pryyst )Br(I — preseyl) + pryryi
7. k=k+1

8: end while
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Introduccion

Algoritmos Cuasi-Newton Algoritmo DFP usando aproximacion del Hessiano

Algoritmo DFP

Algorithm 3 DFP- aproximando la inversa del Hessiano
Require: =,y Hy
Ensure: x*

1: k=0

2: while ||V fx|| # 0 (No conveja) do

3: dp = —H;Vfi

4:  Calcular ay, usando busqueda en linea.
5. Tpy1 = Tk + opdg
6: Cacular V fx11, v, si y actualizar Hy ¢
Hyy,yf Hy sksk
kot k Yy Hyy, yT sy,
7. k=k+1

8: end while
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Introduccion

Algoritmos Cuasi-Newton .
Algoritmo BFGS

Algoritmo BFGS

e En el BFGS la idea es calcular la aproximacion de matriz
inversa del Hessiano Hy,; basado en By
e Para ello se considera la ecuacion DFP, con p;, =

Sfy/,
Bi1 = (I—pry.si)Br(I— prsiyl) + pry, vl

y las relaciones

Bitisk = up

1 7

Hioy, = si
Ahora p = —'— y por tanto:

T.
Y. Sk

Hivt = (I ppsryl)Hiy(X— ppyps)) + prsis)
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Algoritmo BFGS

Introduccion

Algoritmos Cuasi-Newton .
Algoritmo BFGS

Algorithm 4 Algoritmo BFGS

Require: xo Yy Hg

Ensure: x*
1: k=0
2: while ||V fi]| # 0 (No conveja) do
3: d,=-H;Vf;
4:  Calcular oy usando busqueda en linea.
5. Xpt1 =Xk + opdy
6: Cacular V fx11, yg, Sk, pr Y actualizar Hy.4
Hi1 = (I pesiyl))He (I — pryis]) + pesis)
7. k=k+1

8: end while
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Introduccion

Algoritmos Cuasi-Newton .
Algoritmo BFGS

BFGS aproximacion del Hess

- HuypyHye | sisj

HPFP - H,

Fr yi Hyyk YL sk

B.s;.si'B T

BFGS kSkSEp Bk | YrYj
Byt = Bp—

T T
SkBkSk skyk
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Introduccion

Algoritmos Cuasi-Newton .
Algoritmo BFGS

DFP vs BFGS

En resumen
DFP HyyylHy,  sps)
H'Y = Hi——=F + —
Y Hryg Yy Sk
T
BBFOS _ B, _ BisksiBr vyl
* sTBysy sty
BYLY = (I- pyysi)Br( — prskyi) + ouyryi
HPES = (1 - prspyi)He(I - pryyst) + pesisi
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Algoritmos Cuasi-Newton

Algoritmo BFGS

Si el tamano de paso cumple las condiciones de Wolfe con
0<co<1,ysiVfi # 0, entonces

Vikad, > cVifldy
Vi akdy oV i aydy
g%—f-lsk CZQgsk
gfﬂsk - Q{Sk C2g£3k - ggsk

Yi sk (c2 — 1)gj s
>0
=~
yise > (c2— 1) ghdy
~—— ~
<0 <0

V

AVARAVARLY]

Luego
yisk > (c2—Daggldy >0

por tanto p > 0y Hy 1 es definida positiva.
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Introduccion
Algoritmos Cuasi-Newton

Algoritmo L-BFGS

Algoritmo L-BFGS

¢ El algoritmo BGFS es presenta un buen desemplefio y no
requiere el calculo del Hessiano ni de su inversa.

¢ La principal limitacion del algoritmo BFGS es en
problemas donde el nimero de variable es muy grande
(por ejemplo, un millén de variables o mas) pues es casi
imposible guardar la matriz de tamafno n x n.

¢ Una solucién a problemas de gran escala es el algoritmo
L-BFGS (‘Limited memory BFGS’).
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Introduccion
Algoritmos Cuasi-Newton

Algoritmo L-BFGS

Algoritmo L-BFGS

e Observacion 1: La matriz
Hy, = (I—pr_18k—195 1) He1(T—pr—19y,_ 1 Sf_ 1) +Pr—15k—18%_
se actualiza usando matrices de rango 1, i.e.,

T
Sk—1Sk_1>

A% = I- T
k-1 = Pk—1Yk—1Sk—15

Viii = I—peasi1yi g
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Introduccion
Algoritmos Cuasi-Newton

Algoritmo L-BFGS

Algoritmo L-BFGS

e Observacion 2: Para resolver el problema de
optimizacién, lo que se require es calcular el paso
di, = —HyV [

e Es decir, en la practica no es interés conocer Hy, sino el
producto H; V fi

e Observacion 3: De
H,Vfi, = Vi  H, Vi (Ve + pe_15e 108t 1V fx)

donde V1V fi = Vi — pe1yp_1(sf_ Vi) y
pr—15k-1(s}_,V f1.) son vectores, y las operaciones son
sumas y productos interiores.
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Introduccion
Algoritmos Cuasi-Newton

Algoritmo L-BFGS

Algoritmo L-BFGS

® | a ecuacién del Hessiano se puede reescribir,
sustituyendo Hy_; por su ecuacién en funcion de H;_»

Hy, = (Vi Vi o)Hj2(Vi_1Vi_s)
+VI sk_opk_25t oV 1+ Sk 1pk-151_1

e En azul y rojo son vectores o matrices donde el calculo
solo involucra productos interiores.

e En verde aparece la matriz H;_, y otras operaciones
matriciales.
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Introduccion
Algoritmos Cuasi-Newton

Algoritmo L-BFGS

Algoritmo L-BFGS

e Al multiplicar por V f

H,Vf, = (VI VI H, o(VioiViela) Vi
+Vi_18k-2pk-284_s Vi1V fi
+8p-1Pk-186—1 V fi

e En azul son vectores, y su célculo solo involucra productos
interiores.

¢ En rojo el producto resultante es un nimero real y su
calculo solo involucra productos interiores.

e En verde aparece la matriz H,_, y otras operaciones
matriciales.
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Introduccion
Algoritmos Cuasi-Newton

Algoritmo L-BFGS

Algoritmo L-BFGS

e Continuado el proceso

H, =
VI, vL,...vL YH® (V_1V_5---V_,)

+(VZ1VT2 o -Vj_ﬂm_H)s,mp,msj_ﬂm(v,lv,g ~+Vi_omy1)
+HVL VL VI )8 mi1p-mt18L 1 (Vo Vg Vo)

T T
+V,18_2p_2872v_1

T
+s_1p-184

Nota: para el indice k —iseusa —iy H" = H, ,,
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Algoritmo L-BFGS

Algoritmo L-BFGS

e H°  juega el papel de Hy en el BFGS y es como si en
lugar de iniciar en xy hubiéramos iniciado en x_,,.

e En problema en el algoritmo anterior es que se requiere
calcular H g, y no queremos guardar HY .

e Para ello se toma H , usando una forma simple, por
ejemplo, un multiplo de la matriz identidad.

T
e Enlapractica H?, = ~,Icon;, = % ha mostrado

k—1Yk—1

buenos resultados.
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Algoritmo L-BFGS

Algoritmo L-BFGS

e El caculo de H;V f;, se puede realizar guardando, por
ejemplo, m pareja de vectores {s;,y,} anteriores

e El caculo se realiza a través de productos interiores y
sumas.

¢ Para la siguiente iteracion se guarda la ultima pareja
{sk,yi} Yy se remueve la primera.

e Notar que se gana en cuanto a memoria, sin embargo,
aumenta el tiempo de computo!!l.
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Algoritmo L-BFGS

Algoritmo L-BFGS

Algorithm 5 Algoritmo para calcular el paso L-BFGS

Require: Vfi, s_;, y_;parai=1,---,m
Ensure: r

9=V

2. for 1=1---m)do
3 wi=pisiq

4 q=4q9—0y_;

5. end for

6: r=H" ¢

7: for (i=m---1) do
8 p= Pfiyii'r

9 r=r+s_i(a;—p)
10: end for
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Por qué trabaja?
® Sea q, el valor de g despue$ de la i-ésima iteracién del
primer ciclo y q, = V fi. De acuerdo al algoritmo

q;, = 4q;,1— p—iy—isziqi—l =V_q,_ 1= (V—iV—i+1)qz‘—2
= .= (V_;---V_)V/i

Luego

Qi = P—iSZiQi—l == p—iszi(v—i-i-l Vo)V fy
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Por qué trabaja?
e Calculando 7.

Tm = Hfmqm = Hfm(me ce V*l)vfk
e Por otro lado

T
ri = Tip1+s—i(a — piy;rit1)
T
= (I —s_ip—iy—;)Ti+1 + s—iy;
T
= Viri1+s
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Por qué trabaja?
e Comenzando por r; y usando la recursividad anterior y la
formula para «;

1

VIiry+s_1p_181,V f
(VI VI rs + VT s 9p 98T,V 1V + 48 1p_157, V]

VIV, ... VL YH (V1 V 5 V_)Vfi
+VT s 9p_28T,V_ 1V f;

+s_1p-181,V fi,

H,V fi,
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Algorithm 6 Algoritmo L-BFGS
1: for 1 =1,2,---)do

Seleccionar H?

Calcular d, = —H,V fi, usando el algoritmo anterior de

‘Limited Memory’

Calcular o usando busqueda en linea.

Thy1 = T + apdy

if £ > m then

Eliminar la primera pareja {sx—m, Yr_m }

end if

Caculary Guardar {sy = xx+1 — k, Yy, = Vfir1 — Vi)
end for

O“?P?h‘??f-’.‘.‘?
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