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Gradiente Conjugado

Se quiere resolver el problema de optimizacion sin
restricciones

Minacr /() = 3o Qo — b (1)

donde Q es una matriz simétrica y definida positiva.
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Direcciones Conjugadas

® Sea Q una matriz simétrica y definida positiva. Dos
vectores di, ds se dicen conjugados con respecto a Q o
simplemente Q-ortogonales si d! Qd; = 0.

e Un conjunto de vectores dy, d1, - - - , d; son mutuamente
Q-ortogonales si d! Qd; = 0 para i # j.
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Algorithm 1 GC-Version Preliminar
Require: x
Ensure: z*
1: Hacer gg = Qxo — b,dy = —gy, k =0
2: while |g,|| # 0 (No conveja) do

_ gidx
szdk

3: o =
4 Tl = T + apdy
5 gpt1 = Q1 —b=Vf(Tiy1)

. _ d{Qg,
6:  Br+1 = “dTQd
70 diy1 = —Gpy t+ Brrrdi
8 k=k+1
9: end while
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Forma practica de GC

Algunas relaciones

® Ty = x) + apdy
® gpt1=Qxp1 — b
® gpi1 = g + xQdy
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Forma practica de GC

Otras relaciones

° g£+1dk =0

_95dk
d; Qdy,
T
_ gk+1Qdk
® Okt =Tgrqa,

® dii1=—Ggpi1 + Ber1dy

.ak:
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Forma practica de GC

Proposicion

Si{do,di, - ,d;} son Q-ortogonales entonces,
gg-s—ldi =
T
9r+19; =
parai=0,1,--- ,k )
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Algoritmo Gradiente Conjugac

. — 91 gy, _ g} dy
k= alQd, dl Qd,,
T T
_ gk+lgk+l — ngrlek
Br+1 9l ax d} Qdy,
Nos basamos en:
T T
9x9r = —9rdk
0 Qd, = 9k+1 — 9k
T
919 = 0
T
git1dr = 0
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Algoritmo Gradiente Conjuge

Algorithm 2 GC (Estandar)

Require: =z

Ensure: x*
1: Hacer go = Qxo — b,dp = —g(, k =0
2: while ||g,|| # 0 (No conveja) do
3: qir = Qd]\.

gtg, _ . gt dy

dlq, — dfQdy

Tpy1 = T + pdy,

91 = 9k + g, = Vf(Trg1)

4
5
6
T T

. _ 9k419k+1 9k+1Qdk
T P = T = Tdlaay
8

9

0

o =

di+1 = —Gp+1 + Brr1dk
k=k+1

10: end while
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Algoritmo GC no lineal

El Algoritmo GC se usa para resolver el problema de
optimizacién

MiNgern f(x) = %a:TQa: —blx (2)

donde Q es una matriz simétrica y definida positiva, o
equivalentemente, resolver el sistema de ecuaciones

Qr = b 3)
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Algoritmo GC no lineal

El Algoritmo GC se usa para resolver el problema de
optimizacién

MiNgern f(x) = %a:TQa: —blx (2)

donde Q es una matriz simétrica y definida positiva, o
equivalentemente, resolver el sistema de ecuaciones

Qr = b 3)

Seré posible usarlo cuando f(-) es una funcion convexa
cualquiera?
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Algoritmo GC no lineal Fletec

Algorithm 3 GC Fletcher-Reeves
Require: x
Ensure: x*
1: dy = —Vf(.’l:o), k=0
2: while ||V f(x)| # 0 (No conveja) do
Calcular «j usando un método de busqueda en linea
T4l = T + apdy
Calcular V f(xj11)

FR _ V' f(® 1)V (k1)
k+1 7 VT f(2)V f(2r)

4
5
6
70 dpi1 = -Vf(xps) + 6/§ﬁdk
8-
9:

k=k+1
end while

Sugerencia: scipy.optimize.line_search
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Otras variantes

El método de Fletcher-Reeves (FR) converge si el punto inicial
esta suficientemente cerca del éptimo. Existen variantes del
método FR. La diferencia fundamental es la forma de calcular
el parametro

e Polak-Ribiere

PR — VT f(®r41) (Vf (Tpg1) — V()
G VT f(xp)V f (k)
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Algoritmo GC no lineal

Otras variantes

El método de Fletcher-Reeves (FR) converge si el punto inicial
esta suficientemente cerca del éptimo. Existen variantes del
método FR. La diferencia fundamental es la forma de calcular
el parametro

e Polak-Ribiere

BPR _ VT f(@p41)(Vf(@ps1) — VI (k)
e VT f(2)V f ()

¢ En algunos casos (raros) el algoritmo de PR se puede
ciclar infinitamente. Sin embargo, se puede garantizar la
convergencia tomando 3,7, ; = max(0, 3fY).
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Algoritmo GC no lineal

Otras variantes

El método de Fletcher-Reeves (FR) converge si el punto inicial
esta suficientemente cerca del éptimo. Existen variantes del
método FR. La diferencia fundamental es la forma de calcular
el parametro S

e Hestenes-Stiefel

BHS _ VI f(@p41) (Vf (@h41) — Vf (2n))
e (Vf(@rs1) — VI(xn)) " di
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Algoritmo GC no lineal
Fletcher-Reeves Polak-Ribiere

e Es posible garantizar la convergencia si |8;| < gL,

¢ Lor lo anterior, una variante adecuada seria: FR-PR para
k>2

_Bl‘fR si BlfR < _BlfR
Br=19 8" silBER < Bt
/BlfR si B}I;R > ﬁIZ:R

Nota: La idea anterior se basa en que para cualquier
|Bk| < BET se puede demostrar convergencia global para
k> 2.
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Descenso de Fletcher-Reeve

dipy1 = —gk+1+5liﬁdk

* Si aj, es un tamano de paso exacto entonces g, dj = 0,
luego

T
grdii1 = —llgral? + BEE gt di = — gl <O

es decir, di.11 es de descenso.

® Si ai no es un tamano de paso exacto, el termino
Bl L gt dy, podria dominar al primero, y no se garantiza
descenso.
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Descenso de Fletcher-Reeve

Para el caso de tamarno de paso no exacto, se puede garantizar
descenso si se usan las condiciones fuertes de Wolfe

frr1 < fx+ciargtdy, (4)
lghdel < —cogldy, (5)

con 0 < c2 < ¢1 < 1. La condiciones anteriores garantiza la
convergencia, seleccionando 0 < ¢ < %
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Descenso de Fletcher-Ree

Proposicion
Si el algoritmo de GC no lineal usa el tamafo de paso inexacto
satisfaciendo las condiciones fuertes de Wolfe con 0 < ¢ < %
Entonces el algoritmo produce una direccion de descenso dy,
que satisface

1 gldy  2c5—1
L—c 7 gl ~ 1-c2

parak =0,1,..

Ver la demostracion en el Nocedal (por induccion)
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El problema de optimizacion

1
min  f(z) = -2’ Qx —b'x
x 2
Puede ser resuelto en a lo mas ‘n’ iteraciones usando
Gradiente Conjugado.
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Sin embargo, la convergencia de GC depende del numero de
condicion

An
W(Q) = IQIQ ="

de la matriz Q, es decir,

k
o —a'lq < 2(%%11) 20 — 2*llq
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aunque la cota anterior esta sobreestimada, nos da una idea
de como acelerar el GC. Se puede ver que si k(Q) ~ 1
entonces la convergencia podria ser mas rapida, en particular,
si k(Q) = 1, converge en una iteracion.
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La idea general del precondicionamiento consiste en
transformar el sistema

Qx = b

de modo que la matriz del sistema Q tenga un mejor numero
de condicion. Para ello podriamos premultiplicar el sistema por
una matriz M~—! de tal forma que M~! ~ Q1.
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Luego, obtendriamos el sistema equivalente

M !'Qx = M'b
donde suponemos que M es positiva definida, por ejemplo
podriamos seleccionar una matriz diagonal. SiM~! ~ Q!
entonces
M 'Q ~ 1

por lo que k(M 1Q) ~ 1.
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Definamos
M ¥ cTc

El sistema anterior, puede ser reescrito de la siguiente forma

M 'Qx = M'b (6)
clcTQc'a = clc Ty (7)
c’Qc 'z = ¢ b (8)
con
cClz = =z (9)

SR
|
Q
8
3
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¢ El nuevo sistema de ecuaciones (8), es equivalente a
resolver un problema de optimization cuadratico.

¢ El siguiente problema se hubiera obtenido tambien
sustituyendo (9), = = C~'%, en funcion f(-), es decir

9(2) = f(=) = f(C™'2)

26/36



Precondicionamiento
Gradiente Conjugado Precondicionado

min g(&) = 5;i;Tc—TQc—lgz-—(C—Tb)T.a; (11)

xT
= #7Qi - b'a (12)

Donde

Q = ¢7'QcT! (13)
b = Cc b (14)
& = Cx (15)
clz = (16)
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¢ Laidea ahora es aplicar al algoritmo GC al problema de
minimizacion de g(x), Ecuacion (12).

® Luego, hacer sustitucion de variables para llevar las
ecuaciones a los terminos equivalentes que corresponden
a la minimizacion de f(x).

¢ Es decir, convertir de la notacion nueva a la original, i.e.,
Q,b,z — Q, b, x mediante las ecuaciones (13)-(15).
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Require: z
Ensure: z*
1: Hacer go = Qo — b, dy = —gg, k =0
2: while ||g,|| # 0 (No conveja) do
~T ~

. 9 9k
T G aa,
4 :fckH = ﬁ?k + é‘k&k
5 Gpt1 =gk + 4, Qdy
6: Bk+1 = 7%5%3?1
70 dpy1 = =g + Brrdi
8 k=k+1
9: end while
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Por ejemplo para é&; tenemos

& = gig. _ giMg,
= Zkok
d, Qd;. d;, Qdy,

PAra (3,41 se obtiene

AT A T -1

Bk L = 9r+19k+1 _ngM 9i+1
+1 = T - = =

gfgk QEM lg,,

Defininiendo z; como la solucion del siguiente sistema de
ecuaciones,

Mz, wf gk

entonces
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1: Hacer g; = Qxo — b,

2: Resolver Mz, = g, para zo
3:dy=—-20,k=0

4: while ||g.|| # 0 (No conveja) do

5:

® N o

9:
10:
11:

_ 9k 2k
Y% = 4,Qdy
Tyl = T + apdy
91 = g + axQdy.
Resolver el sistema Mz = g, 1 para zj41,

T
9k 11”k+1
/Bk:—&-l g}fq
diy1 = =241 + Brr1di.
k=k+1

12: end while
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Notar que si en el algoritmo Gradiente Conjugado
Precondicionado se hace M = I entonces se obtiene el
Algoritmo de Gradiente Conjugado estandar, pues en este
caso se tiene g;, = zy.
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© M debe ser simetrica y positiva definida .

® M debe ser tal que el sistema Mz, = g, se pueda
resolver eficientemente.

® M ! debe aproximar Q! en el sentido que
T-M'Qf <1
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Usando la descomposicion Q = L + D + L de la matriz
positiva definida Q, donde L es la matriz triangular inferior y D
es una matriz diagonal, entonces podemos tener opciones
para M dadas

© M = D: Precondicionamiento Jacobi,

® M = L + D: Precondicionamiento Gauss-Seidel,

® M = L + 1D: Precondicionamiento SOR, con w € (0, 2)
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