Gradiente Conjugado Lineal

Orden del Tema

@ Gradiente Conjugado Lineal
Direcciones Conjugadas
Solucién mediante Direcciones Conjugadas
Algoritmo Direcciones Conjugadas Iterativo
Gradiente Conjugado-Version Preliminar
Forma practica de GC

2/62



Gradiente Conjugado Lineal

Problema de optimizacion

Se quiere resolver, mediante un algoritmo iterativo, el problema
de optimizacién sin restricciones

. 1
MiNgern f(x) = §a:TQa: —blx (1)
donde Q es una matriz simétrica y definida positiva.

Note que es equivalente a resolver el sistema de ecuaciones

Qr = b )
¥ = Qb (3)
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Gradiente Conjugado Lineal

Ejemplo en 2D

Para ello, consideremos el caso particular en R?
. 1 , 1 )
Ming yer2 f(2,y) = 5)\1(53 —a)” + 5)\2(11 —b) (4)
con A\, Ao > 0.

Note que en este caso:

flz,y) = fi(z)+ fao(y) (5)
Viy) = [fi(@), )" (6)

Ademas (z,y)* = (a,b)
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Gradiente Conjugado Lineal

Sea dado (zy,yx) Yy la actualizacion en la direccion de maximo
descenso,

Tpp1 = T — agfi(g) (7)
Y1 = Yk — ayfo(yk) (8)

donde o, Yy o, solo los tamanos de paso.
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Gradiente Conjugado Lineal

Supongamos que fi(zx) # 0y f5(yx) # 0. Si ademads, a, y oy
son tamanos de paso exactos en cada direccién (se usa
descenso coordenado)

N T —Qa
T ) ©)
Tpy1 = Tp—apfi(z) = a8 — %ﬂ(a%) =a (10)

similarmente y;1 = b. Luego (xi+1, yk+1) = (z,y)* = (a,b), €S
decir, para cualquier punto (z, yx) se llega al éptimo en una
iteracion!!
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Gradiente Conjugado Lineal

Observaciones

¢ El ejemplo anterior es una forma cuadratica orientada en
los ejes

¢ Si se aplica maximo descenso coordenado con tamano de
paso exacto, se llega al 6ptimo, en una iteracién.

¢ Notar que el problema es separable en cada variable!, ie

flz,y) = ;[x,y]{)g)l AOZHﬂ—[a,b][Z]Jrcte

es decir, la matriz es diagonal
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Gradiente Conjugado Lineal

Gradiente Conjugado

Se podran usar las ideas anteriores al caso general?

MiNpepn f(z) = %wTQm—bT:c (11)
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Gradiente Conjugado Lineal

Gradiente Conjugado

Basados en el ejemplo en R?, |a idea seria diagonalizar Q

1 ~T

fly) = §yTAy ~by (12)

donde Q = UAU7T, y = UTz y b = bU, donde A es diagonal y
U es ortogonal.

Luego, la solucién es muy facil, ie y = A~lby x = Uy.
El problema es que habria que descomponer la matriz Q, lo

cual es computacionalmente costoso, se puede hacer algo
mejor?
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Direcciones Conjugadas

Gradiente Conjugado Lineal

Direcciones Conjugadas

Sea Q una matriz simétrica y definida positiva. Dos vectores
dy, ds se dicen conjugados con respecto a Q o simplemente
Q-ortogonales si d! Qd, = 0.

Un conjunto de vectores dy, dy, - - - , dx, son mutuamente
Q-ortogonales si d! Qd; = 0 para i # j.
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Direcciones Conjugadas

Gradiente Conjugado Lineal

Proposicién Direcciones Co

Proposicion: Sea Q una matriz simétrica definida positiva. Si
el conjunto de vectores dy, d1, - - - , d; son mutuamente
Q-ortogonales entonces son linealmente independientes.
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Direcciones Conjugadas

Gradiente Conjugado Lineal

Demostracion

Supongamos que existen nameros reales «;, i =0,1,--- , k
para los que se cumple

k
Z Oéjdj = 0,
j=0

(13)
Premultiplicando por diTQ (coni=0,1,--- k)
k
> o;dfQd; = dfQo, (14)
j=0
como para i # j se cumple d! Qd; = 0 entonces
0 dlQd; = 0, (15)
y por tanto o; =0 parai =0, 1,

--- , k. Con lo cual se concluye
la demostracion.
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Solucién mediante Direcciones Conjugadas
Gradiente Conjugado Lineal

Solucion mediante Direccio

e Sea D ={dy,dy,- - ,d,—1} un conjunto de direcciones
conjugadas (previamente conocidas o dadas) con
respecto a una matriz simétrica y definida positiva Q.

e De acuerdo a la proposicién anterior el conjunto D es
linealmente independiente por lo tanto D es una base de
R™.

e Supongamos adicionalmente que x* es la solucién del
problema de optimizacion.

* Luego, podemos expresar x*, de forma unica, como una
combinacién lineal usando la base D
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Solucién mediante Direcciones Conjugadas
Gradiente Conjugado Lineal

Algoritmo Basico de las Dire

n—1
x* = Zajdj (16)
7=0

Premultiplicando por d!' Q, usando (2) y por el hecho de que
dedj = 0 para i # j (por ser direcciones conjugadas),
obtenemos los coeficientes de la combinacién lineal:

n—1
dfQz* = ) a;d[Qd; (17)
j=0
0dI'Qd; = dIQa* (18)
dl'p
a = : (19)

d! Qd;
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Solucién mediante Direcciones Conjugadas
Gradiente Conjugado Lineal

Solucion mediante Direccio

Finalmente,
n—1 T
d: b
o= Y I —d, (20)
j=0 d; Qd;
Notar que

¢ El uso de direcciones Q-conjugadas permite calcular los
coeficientes, debido a que al premultiplicar
adecuadamente por una de las direcciones, todos los
términos de la derecha se anulan salvo un término.

¢ Al mismo tiempo, los coeficientes de la combinacion lineal
se pudieron expresar en términos de informacién
conocida, ie, las direcciones conjugadas, QY b.
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Algoritmo Direcciones Conjugadas Iterativo
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Gradiente Conjugado Lineal Algoritmo Direcciones Conjugadas lterativo

Sea dado un conjunto de direcciones conjugadas D.
Definamos g, "¢ V f(zy) = Qay, — b.

Dado un punto inicial «y, generemos la secuencia
Tpr1 = T+ ogdy (21)
T
_ 99k
donde oy, = 'ad,
recta x;, + ad;

es el minimizador de f(-) alo largo de la
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Gradiente Conjugado Lineal Algoritmo Direcciones Conjugadas lterativo

ap = argmin f(xg + ady) (22)
[e%

De donde se obtiene

VI f(x, +ady)d, = 0 (23)
(Q(mk + ady) —b)'dy, = (24)
(gp +0Qdy)"dp = 0 (25)

_ 9idk

Luego g{,,di =0
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Gradiente Conjugado Lineal Algoritmo Direcciones Conjugadas lterativo

Algoritmo Bésico de las Direc

Require: zy, D = {dy,d1,--- ,dp—1}
Ensure: x*
: Hacer k=0, g, = Qxy, —
2: while k& < n Y llgill #0 No conveja) do

X% = _d{Qdk

3

4: Tyl = T + agdy,
5  Gry1 = Qxpy1 —b
6: k=k+1
7: end while
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Gradiente Conjugado Lineal Algoritmo Direcciones Conjugadas lterativo

Conjugate Direction Theore

Para cualquier xy € R", la sucesion {x} generada usando el
algoritmo anterior converge a la solucién * en a lo sumo n
pasos.
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Gradiente Conjugado Lineal Algoritmo Direcciones Conjugadas lterativo

Demostracion

Como D es un conjunto de vectores linealmente
independiente, entonces podemos escribir

n—1
-z = Y o;d, (27)
j=0

de forma Unica para ciertos o;.
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Gradiente Conjugado Lineal Algoritmo Direcciones Conjugadas lterativo

Demostracion

A partir de
n—1
- ro = ZO’jdj (28)
=0
Premultiplicando por d; Q, y por el hecho de que d}. Qd; =
para k # j,
n—1
diQ(z* — ) = Y o0;diQd, (29)
=0

di Q(z* — o)
df Qdy

Ok
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Gradiente Conjugado Lineal Algoritmo Direcciones Conjugadas lterativo

Demostracion

d;‘ch(ﬂ?* — x0)
di Qd,
df Qz* — dI Quxy

O —

d} Qdy

dl(b- Qx .
_ k(dTQkok)7 pues Qz* = by d Qz;, = df Quo
k

gtdy,

= _dTQdkapueSgk:ka_b
k

Luego o1 = a4 con lo que se concluye la demostracién.
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Gradiente Conjugado Lineal Algoritmo Direcciones Conjugadas lterativo

Demostracion: Comentario

A partir de oy, = «, definiendo D := [dy, d, - ,d;—1]

n—1

Tzt = mo—i-ZO'kdk =xo+ Do
k=0
n—1

x, = aco—i—Zakdk =x9+ Da
k=0

se tiene x,, = =*
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Gradiente Conjugado Lineal
Gradiente Conjugado-Version Preliminar

Algoritmo Gradiente Conjugs

La idea del Algoritmo Gradiente Conjugado se basa en el
Algoritmo de las direcciones conjugadas, pero sin conocer las
direcciones conjugadas a priori.

Se comienza seleccidnando la primera direccion dyp = —g, y el
resto
di+1 = —Gp+1 + Ber1dy

donde S se selecciéna de modo que dy y dj+1 sean
Q-conjugados.
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Gradiente Conjugado Lineal

Algoritmo Gradiente Conjuge

Gradiente Conjugado-Version Preliminar

Para calcular S, basta premultiplicar por d} Q en la igualdad

di+1 = —Gpi1 + Ber1dy

di 11
d} Qd+1
—dl Qg1 + Bry1di Qdy,

Br+1

—Gi+1 + Br+1dk
—d} Qg1 + Bry1d), Qdy,
0
gz—&—lek
df Qdy,

Ver algoritmo siguiente (versién preliminar)
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Gradiente Conjugado Lineal
Gradiente Conjugado-Version Preliminar

Algoritmo Gradiente Conjug

Algorithm 1 GC-Version Preliminar
Require: x
Ensure: x*
1: Hacer gg = Qxo — b,dy = —gy, k=0
2: while ||g,|| # 0 (No conveja) do

ggdkr
szdk

3: ap = —
4 Tl = T + apdy
5 gpy1 = QTpr1 —b=Vf(xpi1)

. _ d{Qg,
70 dpy1 = —ggy1 + Betdy
8 k=k+1
9: end while
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Gradiente Conjugado Lineal

Forma préactica de GC

Forma practica de GC

Algunas relaciones

® xp 1 = T + apdy
® gpt1 = Qxpp1 — b
® gpt1 = g + xQdy

32/62



Gradiente Conjugado Lineal

Forma préactica de GC

Forma practica de GC

Algunas relaciones

® Ty = x) + agdy

® gp1 = Qxp1 — b

® g1 =9k +apQdy

* Qxpi1 = Qry + apQdy
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Forma préactica de GC

Forma practica de GC

Algunas relaciones

® Ty = x) + agdy

® gp1 = Qxp1 — b

® g1 =9k +apQdy

* Qxpi1 = Qry + apQdy

® Qxpi1 —b=Qx — b+ Qdy
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Gradiente Conjugado Lineal

Forma préactica de GC

Forma practica de GC

Algunas relaciones

® Ty = x) + agdy

® gp1 = Qxp1 — b

® g1 =9k +apQdy

* Qxpi1 = Qry + apQdy

® Qxpi1 —b=Qx — b+ Qdy
® 9p1 =i+ axQdy
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Gradiente Conjugado Lineal

Forma préactica de GC

Forma practica de GC: Alg

® x, —x;lqd;, j€{0,1,--,i—1},ie, L Qd; = =] Qd;
® x, —x;lqdy, 0<i<Kk,le, m;dek = miTQdk
® g,—g;,1d;,j€{0,1,---,i—1},ie, gfd; =gld;
® g, —g;ldy, 0<i<kie,gld;,=gld
Luego
° :c;{Qdk = ngdk
° gldy, = gidi
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Gradiente Conjugado Lineal

Forma préactica de GC

Forma practica de GC: Algunz

T = Tp1tag1di 1 =T 2+ ap odp o+ g 1dp 1
k-1
= x;+ Z osd
s=i
Luego

LT — I; J_Q dj, i.e., m{de = a:iTde
j c {0’1’...’1'_1}
T — Iy J_Q dk, i.e., m{Qdk = :B;TQdk
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Gradiente Conjugado Lineal

Forma préactica de GC

Forma practica de GC:Algune

gy = Gp1 T -1Qdi_1 = gp_o+ ap2Qdp_o + ap_1Qdi_1
k—1
= g; + Z asts
s=1
Luego
gr—9;, L1 dj, ie, g;‘gdj = gdej
j € {0,1,---,i—1}
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Gradiente Conjugado Lineal

Forma préactica de GC
Forma practica de GC

Otras relaciones

° 9£+1dk =0

T
_ 95, A
[ ] —
W= Tl Qay
T
o gk+1Qdk
® Bri1= “rQd,
® dii1

= —Gi+1 + Brr1dk
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Gradiente Conjugado Lineal

Forma préactica de GC

Forma practica de GC

Proposicion

Si{do,di, - ,d;} son Q-ortogonales entonces,

g%—&-ldi =
T
9k19; —

parai=0,1,--- ,k
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Gradiente Conjugado Lineal

Forma préactica de GC

Forma practica de GC

Prueba de la Primera relaciéon

Sii = k es claro que se cumple
Qfﬂdi =0

pues si oy es el tamafno de paso exacto

0 = (o) = Vf(@p+ ondy) dy = giy1di
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Gradiente Conjugado Lineal

Forma préactica de GC

Forma practica de GC

Prueba de la Primera relacion

Sii < k y usando la Q-ortogonalidad, la relacion de la lamina
anterior y la relacion

k
gr+1 = YGiv1 T Z asQds
s=1+1

Se concluye que

g;—cp-s-ldi =0
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Forma préactica de GC

Forma practica de GC

Prueba de la Segunda relacion

Para ello, podemos usar la relacion para 0 < i < k

di = —g;+fidiy
9; = —di+fidi

y con la primera parte de la proposicién

gg—l—lgi = g{—i—l(_di + Bidi—1) =0
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Gradiente Conjugado Lineal

Forma préactica de GC

Recalculando el tamafno de p

g7 dy,
T drQd
k k

°* gld;=0,i=0,1,- k-1
® di = —gj, + Brdr—
Luego

[ ] o =

T
9.9k
[ L = e
Ok dl'Qd,,
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Gradiente Conjugado Lineal

Forma préactica de GC

Recalculando el £

T
. gk+1Qdk
® /Bk-l—l = d{Qdk

e gld;=0,i=0,1,-- k-1
® dp = —g, + Brdr—1
* Qdy = g1 — gk

Luego

T
o gk+1gk+1
® Opy1= " oTar
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Gradiente Conjugado Lineal

Forma préactica de GC

Algoritmo Gradiente Conjug

Algorithm 2 GC (Estandar)
Require: x
Ensure: x*
1: Hacer gg = Qxo — b,dy = —gy, k=0
2: while ||g,|| # 0 (No conveja) do
gzgk _ dik

U = aTQd, ~  dlQdy

L1 = T, + Oékdk

3

4

5 Gpp1 = Q$k+1 b= Vf(Tk1)
6 Bry1 = gk+1gk+1 94 1Qdx
7

8:

9:

atan di Qdy,
di+1 = =1 + Brer1di
k=k+1
end while
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