UNIVERSIDAD

DEL VALLE
DE GUATEMALA

UVG

FACTORACION QR

ALAN REYES-FIGUEROA
METODOS NUMERICOS Il (AULA 11) 17.AGOST0.2023



Definicion
Un proyector es una matriz cuadrada P € R"*" que satisface P> = P. También se suele
llamar una matriz idempotente.

Comentario: Hay proyectores ortogonales y no ortogonales. Para evitar confusiones,
usaremos el término proyector oblicuo para referir al caso no ortogonal.

.- /—’_/‘v ~~<.__Tange(P) H
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ra.nge(P‘) ~~~~~~~ P
(a) Proyector oblicuo. (b) Proyector ortogonal.
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El término proyector surge de la nocion de que si uno ilumina el subespacio Im P desde
la direccion correcta, entonces Pv seria la sombra proyectada por el vector v € R". Si

v ¢ Im P, entonces se encuentra exactamente en su propia sombra, y la aplicacion del
proyector da como resultado v en si mismo.

Matematicamente, tenemos v = PX, para algin x € R", de modo que Pv = P2X = PX = v.

;Desde qué direccion brilla la luz cuando v # Pv? En general la respuesta depende de v,
pero para cualquier v particular, se deduce como la recta de v a Pv, esto es Pv — v.
Aplicar el proyector a este vector da un resultado cero: P(Pv —v) = P>v — Pv = 0. Esto
significa que Pv — v € Ker P, y la direccion de la luz siempre se describe mediante un
vector en Ker P.

Proyectores complementos:

Si P € R"™" es un proyector, entonces | — P también es proyector, pues
(I—P2=(1—-P)I—P)=1—2P+P>=1—2P+P=|—P.

| — P se llama el proyector complemento a P.
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Propiedad

Todo proyector P € R"™ " satisface
Im(I — P) = KerP, y Ker(I — P) =ImP.

Ademas, Ker(I — P) N Ker P = 0, de modo que se satisface
ImPNKerP=0.5

La propiedad anterior muestra que un proyector separa al espacio ambiente R" en dos

espacios complementarios:
Si;=ImP y S,=KerP, con la propiedad R"=ImP@KerP=S5,®S,.

Proyectores ortogonales:

Un proyector ortogonal es aquel cuyo espacio componentes Im Py Ker P son
ortogonales, esto es Ker P = (ImP)- y Im P = (Ker P)=.
No debe confundirse con una matriz ortogonal P.
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Teorema Un proyector P € R"*" es ortogonal si, y s6lo si, P = PT.

Prueba: («<). Si P = P', entonces el producto entre un elemento Px € Im Py otro
(I— P)y € KerPes
(Px, (I — P)y) =x"P"(I — P)y = x"P(I — P)y = x" (P — P*)y = 0,

para todo x,y € R", de modo que Im Py Ker P son ortogonales.

(=) Suponga que P proyecta sobre S; = ImP,alo largo de S, = KerP, con S; L S..

Construimos una descomposicion SVD de P como sigue: sea {qy, ..., qs} Una base
ortonormal de R", donde {q.,...,qn} es base de ImP,y {qm1,...,dn} €S base de KerP.
Para1<j<m,Pq;=q;yparam<j<n,Pqj=0.SiQeslamatriz(q, ... qn),
entonces )
PQ=|gq| - |g|O|- |, QPQ= 1 =15,
0
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Esto produce la descomposicion QX Q' = P. Finalmente, esto muestra que
PT = (QZQ") = QxQ" = P.

Proyeccion con base ortonormal:

Dado que un proyector ortogonal tiene algunos valores singulares iguales a cero
(excepto en el caso trivial P = 1), es natural eliminar las columnas nulas de Q, y uassr la
SVD reducida en lugar de la completa. Obtenemos la expresion

P=0QQ", (1)
donde las columnas de Q € R™™ son ortonormales. En (1), la matriz Q no necesita
provenir de una SVD. Sea {q,...,qm} cualquier conjunto de m vectores ortonormales

en R", y sea Q la matriz con esas columnas. De las propiedades de la SVD sabemos que
m
v=+) (qa)v
j=1

representa una descomposicion de un vector v € R"” como suma de un componente en
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el espacio columna de Q, mas un componente en el espacio ortogonal.

Por lo tanto, el mapa m
v o— ) (qq)v, (2)
j=1

es un proyector ortogonal sobre Im Q, que en forma matricial es

Y

Por tanto, cualquier producto QQ" es siempre un proyector en el espacio columna de Q,
independientemente de como se haya obtenido Q, siempre que sus columnas sean
ortonormales.

Obs! El complemento de un proyector ortogonal, también es ortogonal.
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Un caso especial importante es el de proyectores ortogonales de rango 1.
Este proyector aisla el componente en una sola direccion q € R", y puede ser escrito

como Py — qq’. 3)

Estas son las piezas a partir de las cuales se pueden fabricar proyectores de rango
superior, como en (2). Su complemento es un proyector ortogonales de rango n — 1 que
eliminar el componente en la direccion de q:

Pq=1-qq’. (4)

Las ecuaciones (3) y (4) suponen que q es un vector unitario. Para el caso general, si
a e R" a +# 0, las formulas analogas son
_aa’ aa’

a= Ta y Pla:’—ﬂ.
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Descomposicion QR

Sea A € R™" m > n. Para muchas aplicaciones, nos interesan los espacios de columna
de A. Estos son los espacios sucesivos de las columnas {a,,...,a,} de A

(@1) C (aq,@,) C (a;,a,a3) C ... C (a,ay,...,ap).

La idea de la factoracion QR es la construccion de una secuencia de vectores
ortonormales ¢, (., ... que generan estos espacios sucesivos.

Para ser precisos, supongamos que A es de rango completo n. Queremos que la
secuencia q,, ., ... tenga la propiedad

(Q1,q,....q) = (@r,a,,...,a), paratodoj=1,2,...,n. (5)
(= los q; son combinaciones de los a;, y los a; son combinaciones de los q;.) Ademas,
(qq) = (@1) a = 'iqq,
(1,92) = (a;,@z) a; = MaGq + 2Qqa,
=

ap = MpQqh + 202 + ... + nn-
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Descomposicion QR

Esto es
Tia T2 *° Tin
Ta .

Gy [y | -- [ Qy = G| % T )

nn

En forma matricial, tenemos o
A=QR, (6)

donde Q € R™" tiene columnas ortogonales, y R € R™" es triangular superior. Esta
factoracion se denomina descomposicion QR reducida de A.
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Descomposicion QR

Extendemos las columnas de Q a una base ortonormal completade R", {g4,...,Aqm},
agregando m — n vectores adicionales. La matriz extendida, Q = (q: ... Qqm) se
convierte en una matriz ortogonal. (Esto es analogo al paso de la SVD reducida a la SVD
completa). En el proceso, se anaden m — n filas de ceros a R para que se convierta en
una matriz R € R™*", todavia triangular superior. Obtenemos asi la descomposicion QR
completa de A

Las ecuaciones a, = InQs,
a = I2Q1+ oy,
(7)
ap = TNpQi+ G+ ...+ reQn,
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Ortogonalizacion de Gram-Schmidt

Dados a;, a,, . ..,a, podemos construir los vectores q4,q., ... qn Y las entradas r;
mediante el proceso de ortogonalizacion sucesiva, o proceso de ortogonalizacion de
GRAM-SCHMIDT.

El proceso funciona asi. En el j-ésimo paso, deseamos encontrar un vector unitario

qj € (a;,...,a)) que es ortogonal a q, ..., qj_,. Podemos escribir esta relacion usando
proyecciones de rango 1: restamos todas las proyecciones ortogonales de a; hacia los
espacios generados (q;), i =1,2,...,j —1

Vi = a; — (:47)3; — (997)a; — ... — (qj_.q]_,)a;. (8)

El vector v; es un vector del tipo requerido, excepto que aln no esta normalizado. Si
dividimos por ||vj||,, el resultado es un vector unitario adecuado g;.

Con esto en mente, reescribamos el sistema de ecuaciones (7) en la forma
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Ortogonalizacion de Gram-Schmidt

9. = %7
@ = A
q3 — 337(132-;763(]2’ (9)
Q@ = an—ZrZ:nT finGi
(la invertibilidad del sistema (7) garantiza que los r;; # 0).
Una definicion apropiada para los rj; es
rj=(a,a) =aja, i#], (10)
mientras que los coeficientes r; pueden calcularse como
j—1
Il = [[ay = >_ e | (1)
i=1
Observe que el signo de rj; no esta determinado.
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Ortogonalizacion de Gram-Schmidt

Arbitrariamente, podemos elegir rj; > 0, en cuyo caso terminaremos con una factoracion
A = QR en la que R tiene entradas positivas en la diagonal.

El algoritmo incorporado en (16)-(11) es la iteracion de GRAM-SCHMIDT. En la practica,
resulta inestable debido a errores de redondeo.

Algoritmo: (Ortogonalizacion de Gram-Schmidt clasica) (inestable)
Inputs: A € R™" ' m > n.
Outputs: Q € R™*" con columnas ortogonales, R € R" " triangular superior.
forj=1ton:
vi=a
fori=1toj—1
. — (d.a) = a’a;
rij = (4i, ) = 9;a;,

Vj = Vj — I,
rij = vjll2,
q; = V;/Ij-
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Descomposicion QR

Teorema (Existencia QR)

Toda matriz A € R™*", con m > n posee una descomposicion QR completa, y portanto
también una descomposicion QR reducida.

Prueba: La prueba la da el proceso de GRAM-SCHMIDT. Ver Trefethen Seccion 7.

Teorema (Unicidad QR)

Cada matriz A € R™*", con m > n, de rango completo, posee una tnica descomposicion
QR reducida, A= QR, con rjj > .
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Ortogonalizacion de Gram-Schmidt

Presentamos la iteracion de Gram-Schmidt nuevamente en otra manera, utilizando
proyectores ortogonales. Sea A € R™*", m > n, una matriz de rango completo con
columnas {a;}. Consideramos ahora la secuencia de formulas
P.a, P>a, Phan
q

- % = 22 Q= (12)
Pl 7 Pl "~ [[Pal]

Aqui, cada P; denota un proyector ortogonal. Especificamente, P; € R"*" es la matriz de
rango m — (j — 1) que proyecta R" ortogonalmente sobre el espacio ortogonal a

(Q1,...,qj_,). (En el caso j = 1, esta prescripcion se reduce a la identidad: P, = I.)
Ahora, por (12), observe que q; es ortogonal a g, . ..,q;_,, Se encuentra en el espacio
(a;,...,aj_,) y tiene norma 1. Asi, (12) es equivalente al método de Gram-Schmidt.

El proyector P; puede representarse explicitamente. Si, ah e R™*0-" es la matriz que
contiene las primeras j — 1 columnas de Q, entonces P; esta dada por

Pi=1-0Q,Q, j=12...n (13)
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Ortogonalizacion de Gram-Schmidt

Q,'._;z Q|G| | %G

(13) representa la misma ecuacion que (8).

Ya mencionamos que el algoritmo de Gram-Schmidt clasico es numéricamente
inestable. Afortunadamente, existe una modificacion simple que mejora las cosas. Para
cada valor de j, el algoritmo clasico de Gram-Schmidt calcula una sola proyeccion
ortogonal de rango m — (j — 1), v — Pa,. (12)
Por el contrario, el algoritmo de Gram-Schmidt modificado calcula el mismo resultado
por una secuencia de j — 1 proyecciones de rango m — 1:

Pj=Piq_, Prg,P1a,3} (15)
De nuevo, P; = I. Asi, (14) es equivalentea P, = P.q,_, - P1q,P1q,8;
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Ortogonalizacion de Gram-Schmidt

Asi,

V]g‘l) = a17

V}i) = Piq,»71vlgi_1) = v}i_ﬂ - qi—’lq;'r—1v}i_1)7 ’ = 27 tee 7j~
Algoritmo: (Ortogonalizacion de Gram-Schmidt modificada) O(2mn?)
Inputs: A € R™" 'm > n.

Outputs: Q € R™*" con columnas ortogonales, R € R"*" triangular superior.
fori=1ton:

V; = a;,
fori=1ton:

rii = [|vill,

qi = Vvi/rij,

forj=i+1ton:
ry = (a4, v) = q'v;,
Vj :Vj— r,~jq,~.
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Ortogonalizacion de Gram-Schmidt

Cada paso externo del algoritmo Gram-Schmidt modificado se puede interpretar como
una multiplicacion a la derecha por una matriz triangular superior cuadrada.

1 e -rs
Til 71l T11

1
2;
o vy | v, 1 =g ||| 0@ |-

En general, el paso i del algoritmo resta % multiplicado por la columna i de la A actual A,
y multiplica la columna i por ;. Corresponden a multiplicar por una matriz triangular
superior R; 1 1

1z, 1

r T
B= ™ ™ |, R= .

1 733

o~

Al final obtenemos AR.R,---R, = Q.
\7—/
R—1
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Triangularizacion de Householder

La iteracion de Gram-Schmidt aplica una secuencia de matrices triangulares
elementales Ry, a la derecha de A, de modo que la matriz resultante

AR:R, Ry = Q,
——
R—1
tiene columnas ortogonales. El producto R = R:"---R;"---R; " es triangular superior y
A = QR es una factorizacion QR reducida de A.

En contraste, el método Householder aplica una secuencia de matrices ortogonales Q; a
la izquierda de A, de modo que la matriz resultante

Qn---QQ:A=R,
———
Q1
es triangular superior. El producto Q = Qig 1. €S también ortogonal y A = QR es una
factorizacion QR completa de A.
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Triangularizacion de Householder

El método de HOUSEHOLDER (1958) busca una forma ingeniosa de disenar las matrices
ortogonales Qy, como sigue: la matriz Q;, se elige para introducir ceros debajo de la
diagonal en la k-ésima columna conservando todos los ceros previamente introducidos.

X
X
X

X X X
Ql 0 Qz X
— | 0

0
0

—_—

Qs

—_—

X X X X X
BX X X X X
X X X X X
ooOX X X

X X
X X
X X
X X

HooOoX X
XXX XX

iy

@A

Q£
[

23024

Reflectores de Househdlder: Para construir las matrices ortogonales Q, el enfoque
estandar es el siguiente. Cada Q se elige para ser un matriz unitaria de la forma

- (3 9)

donde | € R(k=1x(k=1) gg [a identidad, yF € R(M—k+)x(m—k+1) a5 ortogonal, y la
multiplicacion por F introduce ceros en la k-ésima columna.
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Triangularizacion de Householder

El algoritmo Householder elige F para ser una matriz particular llamada reflector de
Householder. Suponga, al comienzo del paso k, las entradas &, ..., m de la k-ésima
columna estan dadas por el vector x € R™—*+', Para introducir los ceros, el reflector F
debe efectuar

x [l
X F 0
g=| X — Fz=| 0 | =|z|e,.
X 0
Fa = lalle,
-
t”’
”/”’ i
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Triangularizacion de Householder

(Modificaremos esta idea con un signo + en un momento.) El reflector F reflejara al
espacio R—k+1 respecto del hiperplano H ortogonal a v = ||x||e; — x. La formula para
esta reflexion se deriva de la siguiente manera. Recordemos que para cualquier yR™, el
vector T w’

Py=(1-T)y=y- oy

es la proyeccion ortogonal de y sobre el espacio H. Para reflejar no debemos
detenernos en este punto; debemos ir exactamente el doble de lejos en esa direccion.
Por tanto, la reflexion Fy deberia ser
w’ w’
Fy — (1—27) —y_2
y viv/Y =Y 27 Y

w’
Por tanto, la matrizFes F =1 — 2.
viv

Existen muchos reflectores de Householder que introducen los ceros requeridos. En el

UNIVERSIDAD
DEL VALLE
DE GUATEMALA

Factoracion QR | Alan Reyes-Figueroa Page 22 UVG




Triangularizacion de Householder

caso real, hay dos alternativas, representadas por reflexiones a través de dos diferentes

hiperplanos, Ht y H™
~llzlle, ~5_~C

~llzlley o
.

Matematicamente, cualquier eleccion de signo es satisfactoria. Sin embargo, dado que
nuestro objetivo es la estabilidad numeérica, es deseable reflejar x al vector z||x||e;, que
esta mas lejos de x. Para ello, se elige z = —sign(x,), de modo que el vector de reflexion
se convierte en v = —sign(x,)||x||e;.
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Triangularizacion de Householder

Algoritmo: (Triangularizacion de Househdlder)
Inputs: A € R™" 'm > n.
Outputs: Q € R™*" con columnas ortogonales, R € R"*" triangular superior.
fork=1ton:
X = Ak:m,k:
Vp = sign(x,)||x||.e, + X,
Vi = Vi/||Vel|2)
Aemkn = Arm ken — 2VEVEARm ken-

El algoritmo anterior devuelve la matriz triangular superior R, pero no construye
explicitamente Q. Si se quiere construir Q, se debe aplicar

Algoritmo: (Calculo implicito de Qx)
for R =ndownto 1:
Xem = Xem — 2VRV Xpem-

y se construye Q calculando cada una de sus columnas Qe;, Qe,, ..., Qe,.
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Método de Givens

Existe un tercer método para calcular la descomposicion QR de una matriz A, llamado el
método de GIVENS.

En este caso, se consideran las matrices ortogonales de 2 x 2
Fo (mCose sing) J— ( cosy smgp).
singp  Ccos —sinp cos
La primera matriz tiene det F = —1y es un reflector, el caso especial de un reflector
Householder en dimension 2. La segunda tiene detJ = 1y efectiia una rotacion en lugar
de una reflexion. Tal matriz se llama una rotacion de Givens.

El método de Givens tiene la ventaja de ser paralelizable.
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