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Refinamiento Iterativo

El refinamiento iterativo es una técnica para mejorar la precision en la solucion de un
sistema lineal Ax = b, hallada por un método directo.

Suponga que el sistema lineal Ax = b ha sido resuelto mediante factoracion LU (con
pivoteo parcial o completo), y sea x(®©) € R" la solucion calculada. Habiendo fijado una
tolerancia de error, tol, el el refinamiento iterativo se realiza de la siguiente manera:

Algoritmo: (Refinamiento iterativo, FPR):

While end condition doesn’t hold.
Compute the residual r(® =b— Ax(®),
Solve the system Az=r),

Update the solution x*t) =x® 4z

Los términos r®) se denominan residuos. En ausencia de errores de redondeo, el
proceso se detendria en el primer paso, dando como resultado la solucion exacta.

A este procedimiento lo llamamos refinamiento iterativo de precision simple o fija (FRP),
aunque existen mejoras como el refinamiento iterativo de precision mixta (MPR).
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Métodos Iterativos

Una técnica iterativa para resolver el sistema lineal Ax = b, con A € R™<" x,b € R",
comienza con una aproximacion x(© de x, y genera una secuencia de aproximaciones
{x© x™M x@ .} cR"tal que x®) — x.

Estas técnicas transforman el sistema Ax = b en un sistema equivalente x = Tx + ¢,
T € R™" ¢ € R". Usualmente se obtiene este sistema equivalente buscando alguna
forma de “despejar” la x en el sistema original. Luego, se aproxima la solucion mediante
la secuencia

xF+H) — 7x(®) 4 ¢, R=0,12... (1)
Para estudiar la convergencia de estas técnicas de iteracion, necesitamos analizar la
formula (1), con x(© arbitrario.
Recordemos que una matriz T € R"*" es convergente si T% — 0.

Lema SeaT e R™", Sielradio espectral p(T) < 1, entonces (I — T)~" existe y

(-7 =1+T4+TP+T+... =) T
k>0
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Métodos Iterativos

Prueba: Observe que para cualquier autovalor A de T, 1 — X es autovalor de I — T, pues
X=X = (I-T)X=X-Tx=X—Xx=(1—- )X

Como |A| < p(T) < 1, entonces [1— A| > |[1] — |A|| = 1— |A| > 0. Asi, ningiin autovalor de
| — T escero,y!—Tesnosingular,y laianversa (I — T)™" existe.

Por otro lado, p(T) < 1implica que T es convergente y limT¢ = o.

SeaS, =I/+T+T?>+...4+T™. Entonces
(I-TSm=0-T)(I+T+T+...+T") =1-T""

y como T es convergente, entonces
(I=T) lim Sp= lim I=T)Spm = lim (I—=T™") = lim I— lim T™" =1,
m—o0o m

m— o0 —00 m—oo m— o0
—_———
=0

Portanto, (I = T)™" = limp 00 Sm = »_TF.
k>0
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Métodos Iterativos

Teorema Para cualquier x© € R", la secuencia {x(®} >, definida por
xF+H) = 7x(®) 4 ¢, R=0,1,2,...,yc+#0, (2)
converge a la solucion Gnica de x = Tx + ¢ si, y s6lo si, p(T) < 1.

Prueba: De (2), para todo k € N obtenemos
xB = Tt e = T(Tx* 1) + e =TxED 4 (T+1)e
= T(Mx*3) 4 e)+e=xF3) (TP T+ 1)e

TRxO© L (TR 4+ T2+ T+ e
(<) Si p(T) < 1, entonces T es convergente y lim, T® = 0. Luego,
k—1
x* = lim x® = |im T™x© 4 ji ( T’)c: lim Tx® £ (1-T)"e=(-T) .
Jim ¥ = Jim T lim (3 (Jim Tx®) +(1-T)7e=(1-T)

j=0

Asi, (I — T)x* = ¢ = x* = Tx* + ¢, y x(®) converge a la Gnica solucion de (2).
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Métodos Iterativos

(=) Sea x* la solucion de x = Tx + ¢, y suponga que x(®) — x*. Para todo k > o vale

x* —x® = 7(x* —x*) = 2(x* —xk) = = TR(x* —x(9), (3)
Sea z € R" arbitrario. Haciendo x(©) = x* — z, resulta
lim Tfz = lim T*(x* —x©) = lim (x* —x®) =x* — lim x® =o.
—00 k— o0 k— o0 k—o0

Esto equivale a tener p(T) < 1.

Observaciones: Si ||T|| < 1 para alguna norma matricial, entonces la ecuacion (3) nos
produce formulas para medir el error del k-ésimo iterado x(®) con respecto a la solucion
exacta x*:

[x® — x|

IN

[T % — %], (@)
Tl

Ix® — x| <
1= [Tl]

A

[Ix® —x]|. ()
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Métodos Iterativos

Una técnica general para disefiar métodos iterativos lineales se basa en una
descomposicion aditiva de A, en la forma A = P — N, con P no singular. P se llama matriz
de preacondicionamiento o precondicionador.

Dado x(©) € R, se puede calcular la secuencia {x(F} para k > 1, resolviendo
Px*) = Nx(®) b, kR >o0. (6)

La matriz de iteracion en (6) es T = P~'N, mientras que ¢ = P~ 'h. Alternativamente, (6)
puede escribirse en la forma

xR+ — x(®) 4 p=1¢R) k>0, )

donde r®) = b — Ax(®) es el vector residual en el paso k.
® P debe ser no singular,

® Ademas, P deberia ser facilmente invertible, para mantener bajo el costo
computacional general.

®* SiP=AyN =0, (6) convergeria en una iteracion, pero en el mismo costo de un
método directo).
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Métodos Iterativos

Mencionamos dos resultados que aseguran la convergencia de la iteracion (6).

Propiedad
SeaA=P— N, con Ay P simétricas y positivas definidas. Si la matriz2P — A= N+ P es
positiva definida, entonces el método iterativo definido en (6) converge para cualquier
eleccion del dato inicial x©© € R", y

p(T) = Tlla = [ITllp < 1.
Ademas, la convergencia de la iteracion es monotona con respecto a las normas || - ||p ¥
1 I1a (es decir, ||e® ]|, < [|e®)]|p y ||y < ||e®)]|4, para k =0,1,2,...

Propiedad
Sea A = P — N, con A simétrica y positiva definida. Si la matriz P+ PT — A es positiva
definida, entonces P es invertible, el método iterativo en (6) es monétonamente
convergente con respecto a la norma || - |4, para cualquier x(©) € R", y

p(T) < |[|T(la <.
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Método de Jacobi

Considere el sistema lineal Ax = b, con A € R"", x,b € R". El método de JAcOBI es un
método iterativo que parte de descomponer la matriz A como unasumaA = —L+D — U,

A —0i - —0an

—0> 0>
e + . -
: T T —0Qp—1,n

—0nm -+ —0pp—s Qnn

L D u
Entonces, el sistema Ax = b puese escribirse como

(-L+D—-U)x=—-Lx+Dx—Ux=Dhb = Dx=(L+ U)x+b.

C g
Si D~ existe, entonces X=D(L+Ux+Db.

y hemos escrito el sistema en la forma x = Tjx + ¢;, donde T; =D'(L+ U)y ¢; = D~"h.
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Método de Jacobi

Algoritmo: (Método de JacoBl).
Inputs: A € R™" no-singular y diagonal dominante, b € R", x(®) € R".
Outputs: x € R", solucion del sistema Ax = b.
Initialize x = x(©.
while end conditions doesn’t hold:
fori=1ton:
Xi = (bi — >4 G;iX;)/ Qi

If (|x—x©)| <tol) or (iter >= Maxiter): end condition = True.

Algoritmo: (Método de JacoBi en forma vectorial).
Inputs: A € R"*" no-singular y diagonal dominante, b € R", x(®) € R".
Outputs: x € R", solucion del sistema Ax = b.
Initializex=x©),T=D""(L+U),c=D""b.
while end conditions doesn’t hold:

X=TX+¢

If (|jx—x©)| <tol) or (iter >= Maxiter): end condition = True.
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Método de Seidel

Consideramos de nuevo el sistema Ax = b, con A € R"", x,b € R". El método de SEIDEL es
un método iterativo que también descompone la matrizA como lasumaA= —-L+D— U,
Q1 —Q - —Qun
—0> 0
A=— . . + ) _
: T T *an—1,n

—0m -+ —Qnpn—s Qnn

L D U
Sin embargo, ahora el sistema Ax = b se reescribe como
(-L+D—-U)x=-Lx+Dx—-Ux=Db = (D-L)x=Ux+b.
Si (D — L) existe, entonces
x=(D-L)""Ux+ (D-L)""b.
y hemos escrito el sistema en la forma x = Tsx + ¢, donde T, = (D — L)~ "Uy
¢ =(D—L)""b.
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Método de Seidel

Algoritmo: (Método de SEIDEL).
Inputs: A € R™" no-singular y diagonal dominante, b € R", x(®) € R".
Outputs: x € R", solucion del sistema Ax = b.
Initialize x = x(©.
while end conditions doesn’t hold:

z=1x,

fori=1ton:

xi = (bj = X5 ayx; — YL, 05Z) /aji,
If (|jx—x©)| <tol) or (iter >= Maxiter): end condition = True.

Algoritmo: (Método de SEIDEL en forma vectorial).
Inputs: A € R"™" no-singular y diagonal dominante, b € R, x(©) € R".
Outputs: x € R", solucion del sistema Ax = b.
Initializex=x©,T=(D-L)""U,c=(D—L)""b.
while end conditions doesn’t hold:

X=TX+¢
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Métodos Iterativos

Para que funcione el método de JacoBI es necesario:
1. a;; > o Vi, (para que D" exista).
2. p(D7'(L + U)) < 1, (condicion de convergencia).

Definicion
Sean A € R"™ ", El radio espectral de A es el mayor médulo de sus autovalores. Esto es

p(A) = max |\, donde \; es autovalor de A.
1<i<n

Lema
p(A) < ||A||, para cualquier norma inducida || - ||.

Prueba: Sea X autovalor de A. Entonces existe X # 0, con ||x|| = 1, tal que Ax = \x. Luego
Al =[x = [|Ax][ < [|A[[ [[x][ = [|Al[ = p(A) = max|A| < [|All. o
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Métodos Iterativos

Teorema SeaA e R"*", una matriz estrictamente diagonal dominante. Para
cualquier eleccién inicial x°©) € R", el método iterativo de JACOBI,

xED =7x® + ¢, conTy=D""(L+U), ¢g=D""b,
converge a la solucion del sistema Ax = b.

Prueba: Basta mostrar las condiciones (1) y (2) anteriores. Como A es diagonal
dominante, entonces |a;| > 3_; |a;|. En particular |a;| > 0 a; # 0, paratodo 1 <i <n,
de modo que D es invertible.

_% . .
Por otro lado, las entradas t;; de la matriz D~"(L + U) son de la forma t;; = { o“ﬁ’ : f]
Tomando la norma || - ||o para T = D~'(L + U), obtenemos ’ =/

n
: I — - =gl _ - ,
pT}) < I[Tilloe = max 3 Ity| = max gt = max 3 agl < 1.0
j=1 J# J#i
N—————
<1
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Métodos Iterativos

Teorema SeaA e R"*", una matriz estrictamente diagonal dominante. Para
cualquier eleccién inicial x°©) € R", el método iterativo de SEIDEL,

X&) —7x® y ¢, conTg=(D—L)7"U, ¢s=(D—L)b,
converge a la solucion del sistema Ax = b.

Prueba: Basta mostrar las condiciones (1) y (2).

Referencias: Para este teorema (y los subsiguientes sin demostracion), consultar
* Axelsson 0. (1994). Iterative Solution Methods. Cambridge University Press.
* Young D. (1971). Iterative Solution of Large Linear Systems. Academic Press.
* Varga R. (1962). Matrix Iterative Analysis. Prentice-Hall.
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Métodos de Relajacion

Sea rgk) = (r,.(f), rfzk), e rfr'f)) el vector residual para el método de SEIDEL correspondiente
a la solucion aproximada x(®
k k) (k= k-
X0 = (0, ) XD,

El m-ésimo componente de rf"’) es

n
ro) =bm—> amx” = > amx*, m=1.2....n.

mi

En particular, el i-ésimo componente de r}k) es

i—1 n
k Z k R— kR—
rf,. ) = b,' — G,'I'X} ) _ E G,'jX} n_ a,~,-x,.( 1).
=1

j=i+1
asi que (b) ®) n (k1) )
G,,X b - Z GUX Z G,']'Xj = Q;X; . (8)
Jj=i+1
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Métodos Iterativos

o equivalentemente (k)

(k) _ (k=) T
X =X +#. (9)
1

El método de SEIDEL esta disefado para que el residuo ri('l?fﬂ sea 0. Sin embargo, reducir
a cero una coordenada del vector residuo no siempre es el camino mas eficiente para

reducir la norma del vector r}k). Es posible modificar la ecuacion (9) de modo que

re)
Vo (10)

para ciertos valores de w.

Los métodos que usan (10) se llaman métodos de relajacion. Para valores 0 < w < 1 se
llaman de subrelajacion, mientras que valores w > 1 se llaman de sobre-relajacion, y se
utilizan para acelerar la convergencia de los métodos iterativos. Los métodos de sobre
relajacion sucesiva (Succesive Over Relaxation), se abrevian como SOR, 0, OR.
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Métodos de Sobre-relajacion

Llamaremos JOR a la implementacion de sobre-relajacion en el caso de la iteracion de
JACOBI. En este caso, tenemos

A = (b Tapd) (-, =120
J#

La matriz de iteracion en este caso es Tj , = wD"(L 4+ U) + (1 — w)I. Asi, en forma
matricial el método se escribe

xE) = [wD™Y(L + U) + (1 — wl)]x® + wDb.

Equivalentemente, (B4 — (0 4 p—1p(0).

En el caso del método de SEIDEL, la iteracion para el métos SOR resulta

i—1 i—1
(kt1) _ W (k+1) (k) () .
Xi _?ﬁ(bi—zaijxj +Zaiixj >+(1—W)X,- ; i=12,...,n.
J=1 j=1
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Métodos Iterativos

La matriz de iteracion en este caso es Ts, = (| —wD~'L) " [wD~'U + (1 — w)I]. Asi, en
forma matricial el método se escribe
(1 = wD'Lx*) = [WDW + (1 — w)I]x® + wD b

Equivalentemente, () _ (k) 4 (iD B L) 1 (k).

w

Resultados sobre convergencia: Resumimos algunos resultados de convergencia para
los métodos de JacoBl, SEIDEL, JORy SOR.

Teorema
SiAy2D — A son simétricas y positiva definidas, entonces el método de Jacobi es
convergente y p(T;) = |[Tjlla = [|T)llo-

En el caso del método JOR, la suposicion en 2D — A se puede eliminar, produciendo el
siguiente resultado.

UNIVERSIDAD
DEL VALLE
DE GUATEMALA

Métodos Iterativos | Alan Reyes-Figueroa Page 18 UVG




Métodos Iterativos

Teorema
SiAes simétrica y positiva definida, entonces el método JOR es convergente si
o<w<( =g

Con respecto al método de Gauss-Seidel, se cumple el siguiente resultado.

Teorema (Teorema de Kahan)
Para cualquier w € R, se tiene que p(Ts,,) > |w — 1|; por lo tanto, el método SOR converge
solosi,0 < w < 2.

Prueba: Si {)\;} son los autovalores de la matriz de iteracion SOR, entonces

Por lo tanto, debe existir al menos un autovalor ); tal que |\;| > |1 — w| y por lo tanto,
para que se mantenga la convergencia, se debe tener |1 —w| <1, es deciro <w < 2.

=|det [wDT'L+(1—w)]| =[1—w|"
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Métodos Iterativos

Suponiendo que A es simétrica y definida positiva, la condicion 0 < w < 2, ademas de
ser necesario, también se vuelve suficiente para la convergencia.

Teorema (Teorema de Ostrowki-Reich)

Si A es simétrica y positiva definida, entonces el método SOR es convergente si
0 < w < 2. Ademas, su convergencia es mondtona con respecto a || - ||a.

Finalmente, si A es estrictamente diagonale dominante, el método SOR converge si
0 < w < 1. Los resultados anteriores muestran que el método SOR es mas o menos
rapidamente convergente, dependiendo de la eleccion del parametro de relajacion w.

La pregunta de como determinar el valor 6ptimo wop: para el que la tasa de
convergencia es la mas alta posible se puede dar una respuesta satisfactoria sélo en
casos especiales.
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Métodos Iterativos

Teorema
Si la matriz A es tridiagonal T; tiene autovalores reales, entonces el método SOR

converge para cualquier eleccion de x(© si p(T;) <1y 0 < w < 2. Ademas,
2

Wopt = ———F——,
P A (TR

y el factor de convergencia asintética correspondiente es

1—/1—p(Tj)?
p(TS,WQpI) = —}2’
11— (7))
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