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Diagonal Dominancia

Definicion
Una matriz A € R"*" es diagonalmente dominante cuando cada entrada de la diagonal
principal (en médulo) es mayor o igual que la suma del resto de entradas en la misma

fila

lail > Y lagl,  paratodoi=1,2,....n.
j#i
En caso las desigualdes sean todas estrictas, decimos que A es estrictamente diagonal
dominante.
Ejemplo:
4 2 0 5 6 -2
A=[3 6 —-1)], B=|3 -1 o
0O 3 -5 -4 2 1

A es diagonalmente dominante, pero B no. De hecho, A es estrictamente diagonal
dominante.
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Diagonal Dominancia

Teorema

Una matriz estrictamente diagonal dominante A es no singular. En este caso, la
eliminacion gaussiana se puede realizar en cualquier sistema lineal de la forma Ax = b
sin intercambios de fila o columna, y los calculos seran estables respecto al crecimiento
del error de redondeo.

Prueba: Considere el sistema AX = 0 y suponga que existe una solucion no trivial
X=(X,...,X,)" € R" para este sistema. Sea k un indice para el que

0 < [Xg| = max,<j<p |Xj|. Como Z}L a;X; = 0, para cada i =1,2,...,n, entonces cuando
i = R se tiene apxp = — > j+k OriX;- De la desigualdad triangular
X |
awel bl = |2 auw| < Xlaglll = lawd < 3 lagl il < D lagl
j#k j#R j#k j#k

Esta desigualdad contradice la dominancia diagonal estricta de A. Por consiguiente, la
Unica solucion para Ax = 0 es X = 0. Esto muestra que A es no singular.
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Diagonal Dominancia

Mostramos ahora que las matrices U,, U,, ... U, generadas por el proceso de eliminacion
gaussiana son estrictamente diagonal dominantes. Eso garantiza que en cada etapa el
elemento pivote es distinto a cero.
Como A = U, es estrictamente diagonal dominante, a,, # 0y U, se puede calcular.
Ademas, parai=2,3,,nyj=2,3,...,n
(1)
u® = - Ya @
i u@
hn
Primero, ugf) = 0. La desigualdad triangular implica que
n n (1)
(@) _ (m _ Ui
o = > vy - ﬁ”u Z jug?” |
j=2,j#i j=2,j#i ii j=2,j#i j=2 /75'
Pero, siendo A es estrictamente diagonalmente domlnante sabemos
1 1
Z P < u@ =1y Z Pl < [u] =l
J=2,j#i j=2,j#i
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Diagonal Dominancia

por lo que
n () 1y
45| Ui 0|
Do Pl < = )+ (] = ) = |+ S
j=2, j#i | 1 ‘ U3y’ |
1) _ oo

= i

< |u11|+
ul?]

Esto establece la diagonal dominancia para las filas 2,3, ..., n. La primera fila de U, y de
U, = A son la misma, por lo que U, es estrictamente diagonal dominante.

Este proceso continGia de manera inductiva hasta que se obtiene U, triangular superior
y estrictamente diagonal dominante. Esto implica que todos los elementos diagonales
son no-nulos, y se puede realizar la eliminacion gaussiana sin intercambios de fila.

La demostracion de estabilidad para este procedimiento se puede encontrar en el libro
de WENDROFF, Theoretical Numerical Analysis.
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Matrices Positivo Definidas

Definicion
Una matriz simétrica A € R"*" es positiva definida (A - 0), si X'Ax > 0, ¥x € R", X # 0.
Observaciones:

® No todos los autores requieren la simetria. En el libro de GOLUB y VAN LOAN, para
que A sea positiva definida se requiere Ginicamente que x"Ax > 0, para todo x # o.

® Existen definiciones similares:
- A es positiva semi-definida (A - 0) si x’Ax > 0, Vx # 0,
- A es negativa definida (A < 0) si x"Ax < 0, ¥x # 0,
- A es negativa semi-definida (A < 0) si x’Ax < 0, VX # 0,
- A es no definida si no cumple ninguna de las anteriores.
n

n
* Elsigno de x"Ax clasifica las formas cuadraticas (recordar x”Ax = Z Z ajj X; X;).
i=1 j=1
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Matrices Positivo Definidas

2 -1 o0
Ejemplo: La matrizA= | -1 2 —1| es definida positiva.
o -1 2
Tomemos X = (X,X,X3)T € R3, X # 0. Entonces
T
X'AX = 2X3 — XqXz — XoXq + 2X3 — XoX3 — X3Xp + 2X3
= X} + (X] — 2X4Xz + X3) + (X3 — 2XoX3 + X3) + X5
= X3+ (X1 —X)* 4+ (X2 —X3)*> + X3 > 0.
Mas alin, esta suma es cero, Unicamente si todos los términos se anulan, y esto se
cumple si, y solo si, X; = X, = x; = 0.

Entonces x"Ax > 0. Esto muestra que A es definida positiva.
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Matrices Positivo Definidas

Teorema
Una matriz simétrica A es definida positiva < todos sus autovalores son positivos.

Prueba: (=). Supongamos que A >~ 0,y sea \ un autovalor de A. Observe primero que,
como A es simétrica, A € R. Por otro lado, existe x # 0 autovector asociado a A
= AX = Xx. Entonces 0 < x"Ax = x"(A\x) = Ax"x = \||x||2. Como [|x||2 > o, entonces

A>0.
(<) Suponga ahora que \; > 0 para todo autovalor de A. Por el Teorema Espectral, A
posee una base ortonormal de autovectores {¢,,q.,---,qn}, con autovalores asociados

M>X>...> ) >0.Seax € R", X # 0. Escribimos x = ZL ¢;q;, con al menos una
¢; # 0. Entonces

n n n n n n
xX'Ax = ( > Ciqi) TA( Z Ciqi) =Y > agajAgq = > > g aj (e

i=1 j=1 i=1 j=1

= > > agxaia) ZZCC,A & = Zc/\ > 0.
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Matrices Positivo Definidas

Propiedades
Si A € R™" es una matriz simétrica y positiva definida, entonces
a) Aes no singular,

b) maXq<j r<n |a}k| < maxy<ij<n |ajil,

C)a >oparatod0:712 n,

d) (a;)* < a;aj, para cada i ;éj

e) Crlterlo de SYLVESTER) Todos los determinantes principales menores de

M;=A[1:i,1:ilyN; =A[i:n,i:n],parai=1,2,...,nson positivos.

Prueba: (a) Como todos los autovalores ); de A son positivos, entonces rankA =ny
Ker A = {0}. Esto muestra que A es no singular.

(b) Para cadai=1,2,...,n,tome x = e;. Entonces 0 < X’Ax = Y > Qi Xi X = Qjj.
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Matrices Positivo Definidas

(c) Para cada R # j, definamos x € R" porx = e¢; — €, = (0,...,0,1,0...,0,-1,0...,0),y
y=e+e,=(0,...,0,1,0...,0,1,0...,0). Resulta

T
0 < XAXIijfajk*ak}‘+Clkk:ijfzjk+akk,

0 < yTAy = Qj + Qjp + Qy; + Qpr = aj; + 2jp + Agg. < rga<x |G,‘,“
1<i<n

Entonces 2aj, < @j; + Qpr Y —20j, < Qjj + Ggk. LUEGO
Qj; + Qgr
Q| < ———

< max |ajj, = max |@je| < max |aj].
1<i<n 1<k,j<n 1<i<n

(d) Para i # j, definimos x = ce; + €; = (0,...,0,,0,...,0,1,0,...,0), cON @ € R

arbitrario. Entonces 0 < x’Ax = g;;0® + 2aja + aj;. Este polinomio cuadratico en a es

siempre positivo, de modo que no posee raices reales. Entonces su discriminante es

negativo. Asi, 40,?}. — 40;0;; <0 = a,?j < a;a;j;, para todo i # J.

(e) Pendiente. Se deduce de la descomposicion de Cholesky A = R'R. 5
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Matrices Positivo Definidas

Teorema

Una matriz simétrica A € R" " es positiva definida si, y s6lo si, la eliminacion gaussiana
se puede realizar sin intercambios de fila, y todos los elementos pivote son positivos.
Ademas, en este caso, los calculos son estables respecto al crecimiento del error de
redondeo.

Prueba: Ver libro de WENDROFF, Theoretical Numerical Analysis.
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Eliminacion Gaussiana Simeétrica

Sea A € R"™" positiva definida. Nos interesa descomponer A en factores triangulares LU.
Si aplicamos un solo paso de la eliminacion gaussiana a la matriz A, conun 1 en la
primera ntrada (a,, = 1) obtenemos

1w\ /1 0\ /1 w’

w K/ \w I/)\lo K—ww'/"
Ahora introducimos ceros en la segunda columna. Sin embargo, para mantener la
simetria, se hace una variante de la descomposicion LU, llamada la factoracion de
Cholesky, que primero introduce ceros en la primera fila para coincidir con los ceros

recién introducidos en la primera columna de U. Podemos hacer esto por una operacion
triangular superior derecha que resta miltiplos de la primera columna de los siguientes:

1 w’ A o 1w’
o K—ww’/)  \o K—ww'/\o [ /-

Esta operacion es la transpuesta de la triangular inferior arriba.
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R A M [ (PR T )

La idea de la factorizacion de Cholesky es continuar este proceso, haciendo cero una
columnay una fila de A simétricamente, hasta que se reduce a la identidad.

Para que la reduccion triangular simétrica funcione en general, necesitamos una
factoracion que funcione para cualquier todo a;; > 0, no sé6lo el caso a,; = 1. La
generalizacion se logra ajustando algunos de los elementos de la fila 1, por un factor de

a:\/(Tﬂ;
_ a1 wT e (o] 1 o o WET .
A(W K)<‘§ '> (o kow | {o § )RR

Si la entrada superior izquierda de la submatriz K — ‘"(']""—ﬂT es positiva, el proceso puede
repetirse de la mismo forma, para factorizarla. Asi, A, = RIA,R, y A = RTRIA,R,R;.
Continuando este proceso, obtenemos eventualmente
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Descomposicion de Cholesky

A=RIRI...RI'IR,---R,R; = R'R,

RT R

donde R es triangular superior, y rj > 0, Vj. Esta factoracion se conoce como la
descomposicion LL" o factoracion de CHOLESKY.

La descripcion anterior deja una pregunta. ;Como sabemos que la entrada superior
izquierda de la submatriz K — "Z""—ﬂT es positiva? La respuesta es que debe ser positiva
porque K — "Z‘”—ﬂr es positiva definida, ya que es el (n — 1) x (n — 1) submatriz principal
inferior derecha de la matriz definida positiva R; TAR;". Por induccion, el mismo

argumento muestra que todas las submatrices subsiguientes son definidas positivas, y
por lo tanto el proceso no concluye con éxito.

Teorema
A € R"™" es simétrica y positiva definida <> admite una factoracion LL™.
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Descomposicion de Cholesky

Algoritmo: (Factoracion de Cholesky 6 LL").
Inputs: A € R™" simétrica y positiva definida, Outputs: R € R™™M tal que
A=R'R.
Initialize R =A.
fork=1ton:

forj=kR+1ton:

Rj k:n = Rjk:n — (Rkj/Rkk) R ki
Rik:n = Rekn/v/Rik

El nimero de operaciones aritméticas es O(;n°).

UNIVERSIDAD
DEL VALLE
DE GUATEMALA

Factoraciones LLT y LDLT | Alan Reyes-Figueroa Page 14 UVG




Descomposicion de Cholesky

Teorema

Sea A € R"™", simétrica y positiva definida. Si la descomposicion de Cholesky de A se
calcula mediante el algoritmo anterior en un computador que satisface los axiomas de
la aritmética de punto flotante, , entonces ara todo yqq Suficientemente pequernio, este
proceso esta garantizado de ejecutarse hasta el final (es decir, no surgiran entradas pivo
cero o negativas ry), generando una matriz R que satisface

R'R = A + 5A, ‘mlll < O(maq);

para alguna /A € R™",

Teorema
Sea A € R"™", simétrica y positiva definida. La solucion del sistema Ax = b a través de la
factoracion CholesRy es estable hacia atras, lo que genera una solucion calculada que

satisface (A+dAx=b, LA = O(cmag),
para alguna 0A € R"™*",
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Descomposicion LDL”

Una variante de la descomposicion de Cholesky es la descomposicion LDL". Esta tiene la
particularidad que evita calcular las raices cuadradas /g, necesarias en el algoritmo de
Cholesky.

Para ello, en el primer paso, se factora la matriz como un producto de la forma

an wT> (1 o) Qs o 1w ;
A= = r an | = L,D;LT,
(w K el o K- J\lo I T

donde L, es triangular inferior con 1s en la diagonal, y D, ahora tiene en si primera
entrada el valor a; en lugar de 1. Continuando este proceso, obtenemos eventualmente
vspace-0.2cm
A=LL,---L,DLT---LILT = LDLT,
N—_——

———
L LT

donde L es triangular inferior con 1s en la diagona, D es diagonal, y d;; > 0, V. Esta
factoracion se conoce como la descomposicion LDLT.
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Descomposicion LDL”

Algoritmo: (Factoracion LDLT).
Inputs: A € R"™" simétrica y positiva definida,
Outputs: R,D € R™™, tales que A = R"DR.
InitializeR=A,D=1.
fork=1ton:

Drr = Rk,

forj=kR+1ton:

Rj k:n = Rjk:n — (Rkj/Dkk) Re :ny
Rk k:n = Rk kin/Drk.

Teorema
A € R"™" es simétrica y positiva definida < admite una factoracion LDL'.

. . UNIVERSIDAD
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Relaciones entre Descomposiciones

Tenemos varias relaciones entre las factoraciones discutidas. Suponemos aqui que
A € R™" es simétrica y positiva definida.
® SiA=LDLT, entonces R = D'/2LT, resulta en una factoracion de Cholesky para A:
R'R = (LD"/?)(D"/2LT) = LDLT = A.

® SiA=LDLT, entonces U = DLT es triangular superior, y LU resulta en una
factoracion de Doolitle para A:
LU =L(DLT) = LDLT = A.

® SiA=LDLT, entonces Z = LD es triangular inferior, y ZL" resulta en una factoracion
de Crout para A:
ZLT = (LD)LT = LDLT = A.

® Si A = RTR, entonces haciendo la factoracion LU de RT, obtenemos RT = LU, con L
triangular inferior con 1's en la diagonal,
y U es diagonal. Luego, D = UU" es digaonal y resulta en una factoracion LDL" para A:
LDLT = L(UUT)LT = (LU)(UTLT) = RTR = A.
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La factoracion de Cholesky es Gtil en muchas aplicaciones:
* minimos cuadrados
* optimizacion no-lineal (método de NEwWTON, DFP, BGFS)
e simulacion Monte Carlo
e generacion de matrices de covarianza
e filtros de KALMAN

Implementaciones computacionales:
* LAPACK (Linear Algebra Package, 1970's), Fortran 77.
* LINPACK (Linear Package, 1976, Argone Labs.) Fortran, C.
» BLAS (Basic Linear Algebra Subprograms).
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