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Sistemas Lineales

Recordemos los métodos para resolver un sistema de ecuaciones lineales Ax = b, con
AecR™" x beR"

Pensemos en la eliminacion Gaussiana, por ejemplo. Si A € R™*" o que se quiere es (el
algoritmo también puede aplicarse a matrices rectangulares, pero es mas cominmente
usado para matrices cuadradas). La idea es transformar A en una matriz a su forma
escalonada
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Sistemas Lineales

En el caso de una matriz cuadrada A, transformamos A en una matriz triangular superior
U introduciendo ceros debajo de la diagonal, primero en la columna 1, luego en la
columna 2, y asi sucesivamente.

X X X X X X X X X X X X X X X X
X X X X 0 X X X X X X X X X
—_— —_— —_

X X X X 0 X X X 0 X X X X
X X X X 0 X X X 0 X X 0 x

Esto se hace restando miltiplos de cada fila de las filas subsiguientes, en la forma
Fj:Fj—gijk, I?:j—|—1,...,m.

Este proceso de “eliminacion” es equivalente a multiplicar A por una secuencia de
matrices Ly, a la izquierda
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Reduccion Gaussiana

X X X X X X X X X X X X X X X X
X X X X Ly 0 X X X L X X X Ly X X X
—_ —_ —_

X X X X 0 X X X 0 X X X X
X X X X 0 X X X 0 x X 0 x
A LA Ly, A L,L,L A

L1k L1k
T, = x;“' iLa:ﬁml"'
& Tprp & Tk 0
CL‘M 0

Para hacer esto, es necesario efectuar F; = F; — ljxFg, donde

lp=2E,  j=R+1....m

Xkk
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Reduccion Gaussiana

) ) 0
1 0
L = 1 Z =
. ey 1 k biin
“mk 1 ) L 'em,k J

® Sile=(0,...,0,lps1k,---mr)", entonces L, = | — (re]. Observe que
(I — tref) (I + tref) = | — le(efly)ef = | — ((0)ef = I,
de modo que | + ékez es la inversa de Ly,.

® Lp'Lpty = (14 Ge@Q)( + lya€h ) = |+ (k@) + L 1€y
y podemos combinar varias de estas matrices en una sola.
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Reduccion Gaussiana

1
I = B b, = by & 1

m

Eml £m2 em,m—l 1

Repitiendo este proceso a todas las columnas de A obtenemos
Ln71 e L3L2L1A - U.
—_————

L1

Haciendo L = L;'L,"---L,",, da A = LU, y obtenemos una factoracion LU de A.
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Reduccion Gaussiana

Definicion

Una factoracion LU de A, es una factoracion en la forma A = LU, donde
® U es triangular superior,
® | es triangular inferior, con entradas diagonales iguales a 1.

Hay una relacion directa entre la eliminacion gaussiana la factoracion LU.

Algoritmo: (Eliminacion Gaussiana).
Inputs: A € R™*" Qutputs: L € R™*™_ U € R™*",
InitializeU=AL=1
fork=1ton-—1
forj=k+1tom:
Lik = Ujr/Ukk
Ui kn = Ujkn — Ljk Uj ken-
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Reduccion Gaussiana

Nimero de operaciones:

| Operaciones |

[ Paso
InitializeU=AL=1 2n?
fork=1tom—1: m — 1 ciclos

forj=R+1tom: m — R ciclos
Lik = Ujr/Urk 2
Uj,k:n = Yjkn — Lj,k:n Uj,k:n 3(” —k+ 1)

2n2+nz_:1 Zn: (2+3(n—k+1))

#O0peraciones

R=1 j=k+1
— o4 ni [(n —R)(2+3(n—k+ 1))} — o(1n3).
k=1
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Ejemplo: Para la matriz A

O~ now

- - ino
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Reduccion Gaussiana

Observaciones:

® En su forma mas general, una factoracion LU de A € R™*" satisface que U € R™*"
esta en forma escalonada, mientras que L € R™*™ es triangular inferior, con
entradas 0 0 1 en la diagonal.

® En el caso que A € R"™" es cuadrada, obtenemos U triangular superior.

* No todas las matrices admiten un factoracion LU (ya que el algoritmos de
eliminacion gaussiana puede fallar), el siguiente resultado ilustra esto.
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Reduccion Gaussiana

Teorema (Factoracion LU)

i) Una matriz A € R™<" admite una factoracién LU si, y solo si, el algoritmo de
eliminacion gaussiana sin cambios de fila, conduce a una reduccion de A en forma
escalonada. En ese caso, L sera triangular inferior con 0 6 1 en la diagonal principal,
y U tendra forma escalonada. En el caso m = n, U sera triangular superior.

ii) La matriz L en dicha factoracién LU tendra entradas 1 en la diagonal principal, si y
solo si, durante el algoritmo de reduccion gaussiana sin cambio de renglones, en
cada paso del algoritmo todas las entradas U; j son no nulas, para
R=1,2,....m—-1

Limitantes del algoritmo de eliminacion gaussiana:
® SiU;; = o, habra que efectuar un cambio de filas.

* Sitodas las entradas de la columna j, U; ., son nulas, entonces hay que saltarse el
paso en esa columna (forma escalonada con variables inactivas).
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Reduccion Gaussiana

Eliminacion gaussiana con intercambio de renglones:

En el caso general, el posible que en algin momento del algoritmo gaussiano tengamos
Ukr = 0, y no podamos efectuar la division el el pivote actual. En ese caso es necesario
efectuar un cambio de renglones.

X X X X X X X X X X X X X X X
X X X X P T X X X L1 T X X X
X X X X —_ X X X X — 0 X X Xx
T X X X X X X X 0 X X X
X X X X X X X X 0 X X X

Row interchange Elimination

Este también se expresa como el producto por una matriz. El pivote parcial implica
aplicar una matriz de permutacion Py a la izquierda de la matriz de trabajo, previo a
cada eliminacion.
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Reduccion Gaussiana

Al final, obtenemo una descomposicion de la forma

Lm71pmf1 e L3P3L2P2L1P1A = U
Esta factoracion puede reescribirse reordenando los términos de forma que las matrices
triangulares L; aparecen juntas, y las matrices de permutacion aparecen juntas

L;,171 . LngzL{]Pm71 e P3P2P1A == U,

donde L/, , = Ln_,, pero reordenando sus filas, segln la relacion

L]{:Pm_1"'Pj+1Lj ;‘_11"'Pr;1_1, j:‘],...,m*’l.

Escribiendo L = (L), _,---L,L})""y P =Pp_,--- P,P, obtenemos que L~'PA= U, o
equivalentemente PA = LU.
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Reduccion Gaussiana

Teorema (Factoracion PA = LU)

i) Toda matriz A € R™<" admite una factoracién PA = LU si, y sélo si, el algoritmo de
eliminacion gaussiana con cambios de fila, conduce a una reduccion de A en forma
escalonada. En ese caso, L sera triangular inferior con 0 6 1 en la diagonal principal,
y U tendra forma escalonada. En el caso m = n, U sera triangular superior.

ii) En el caso m = n, la matriz L en dicha factoracion LU tendra entradas 1 en la
diagonal principal, si y solo si, todas las variables son activas. En ese caso, U es
triangular elementos diagonales no nulos.

Obs: Debido a la bisque e intercambio de renglones, la complejidad se incrementa de
0(Z) a 0(n3).
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Reduccion Gaussiana

Algoritmo: (Eliminacion Gaussiana con intercambio de renglones).
Inputs: A € R™*", Outputs: L,P € R™*M U € R™*",
InitializeU=AL=1,P=1.
fork=1ton-—1:
Choose k< i<msuch that uy # o:
Interchange Ugpn < Ujgn
Interchange lgap—1 > Liqs
Interchange py. < p;.
forj=kR+1tom:
Lik = Ujr/Ukk
Ujkn = Ujrn — Ljr Uj pn-
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1. Calculo del Determinante:
Cuando m = n, la reduccion gaussiana proporciona un algoritmo eficiente para el
calculo del determiante de una matriz.

Comparacion con otros métodos para el determinante:
* Formula de Leibniz (desarrollo por permutaciones): O(n!).
® Formula de Lagrange (desarrollo por cofactores): O(n!).
® Eliminacion gaussiana: O(n3).

Observaciones:
® Enelcaso A = LU, detA se calcula como D = H}’=1 uj;.

® En el caso PA = LU, al D anterior hay que multiplicarle el signo de la matriz de
permutacion P.

® Para matrices grandes (n > 5), es mas eficiente.
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2. Solucion de sistemas lineales:
Para resolver un sistema Ax = b, con A € R"™", x,b € R".

En este caso, es necesario aplicar el algoritmo de eliminacion gaussiana a la matriz
extendida [A | b] para llevarla a la forma [U | b’]. Ademas, luego del algoritmo de
eliminacion gaussiana, es necesario aplicar el método de sustitucion hacia atras.

Algoritmo: (Sustitucion hacia atras).

Inputs: U € R™", b’ € R" (U la forma escalonada de A, b’ la reduccion gaussiana de b)
Outputs: x € R".

forj=nto1:

n
Xj = (bj — Xk—jir UjkXk) /Uj
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Otras alternativas para resolver el sistema Ax = b, A € R"*", b € R", son:

Descomposicion A = LUO PA = LU
Ejemplificamos el caso A = LU. Como A = LU, el sistema se escribe LUx = Ly = b, donde
Ux=y.
Resolvemos el sistema Ax = b en dos pasos:
1. Resolver Ly = b por sustitucion hacia atras.

2. Resolver Ux =y por sustitucion hacia atras.

En el caso de PA = LU, tenemos A = PTLU. Resolvemos el sistema Ax = b en tres pasos:
1. Resolver z = Pb directamente (permutamos las entradas de b).
2. Resolver Ly = z por sustitucion hacia atras.
3. Resolver Ux =y por sustitucion hacia atras.
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Método de Gauss-Jordan

El método de Gauss-Jordan es una extension de la eliminacion gaussiana. Aqui el
objetivo es continuar aplicando la reduccion gaussiana, hasta llevar la matriz A a una
forma escalonada en la que todos los elementos pivote son 1, y el resto de las entradas
son o.

[0
0

00
0000 0 00 0
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Algoritmo: (Gauss-Jordan).
Inputs: A € R™*" Qutputs: L € R™*™M U € R™*",
InitializeU=AL=1
fork=1ton-—1:
forj=ktom:
Lj,k = 1/Uj,k
Ujkn = Ujrn — Ljr Uj pn-
fork=nto2:
forj=1tok—1:
Lj,k = 1/Uj,k
Uik = Ujik — Ljr Ujripe

Obs! En este caso la complejidad se duplica a O(2n3).
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3. Solucion de sistemas lineales:

Para resolver un sistema Ax = b, A ¢ R"*", b ¢ R", aplicamos el método de
Gauss-Jordan a la matriz extendida [A | b] para obtener [/ | x].

En este caso, la solucion del sistema es inmediata, y ocurre en la dltima columna de la
respuesta.

4. Inversa de una matriz:

Podemos utilizar Gauss-Jordan para calcular la inversa de una matriz no singular
A e R™N

Para ello, aplicamos el algoritmo a la matriz extendida [A | I] € R"*2". Al final del
algoritmo, obtenemos la salida [/ | A™"].

En este caso, la inversa ocurre en la segunda parte de la respuesta.

Obs: Para n grande (n > 5), este método es mas eficiente.
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