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Componentes principales

Objetivo: encontrar una estructura subyacente en los datos.
® Proyectar a un subespacio adecuado.
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Componentes principales

Ejemplo: Atletismo, pruebas de 10o0m y 200m.

100m vallas  200m planos

1260 2256
1285 2365 .
132 231 = Se observa cierta estructura.
1361 2392
1351 23.93
13.75 2465
1338 2159 .
13.55 2448 2 y
1363 2486 go0
13.25 2359 i ..
13.75 25.03 E . 2
13.24 2359 2 o :
13.85 24.87 2 WP E
137 2478 £ -
13.79 2461 2
1393 25 245} .
13.47 25.47 &
14.07 2483
14.39 2492 4
14.04 2561 <
14.31 560
14.23 255 -
14.85 523 | | | | |
14.53 26.61 2 13 1 15 15
16.42 26.16 tiempo_100_m_vallas
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Componentes principales

Ejemplo: Atletismo, pruebas de 10o0m y 200m.

100m vallas  200m planos

126 2256
1285 2365 .
132 231 = Se observa cierta estructura.
1361 2392
1351 23.93
13.75 2465 e
1338 1350 . Karl Pearson (1901), describir
13.55 2448 @
T T / . con una recta.
13.25 2359 bl .
137 25.03 £ =
13.24 2359 2 .
13.85 2487 P et
1371 2478 = K
13.79 2461 2
1393 25 245} .
13.47 25.47 = Jee
14.07 2483
14.39 2492 4
14.04 2561 =
14.31 2569 /
1423 255 o]
14.85 523 | |
1453 26.61 12 3 14 15 5
16.42 26.16 tiempo_100_m_vallas
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Componentes principales

Ejemplo: Atletismo, pruebas de 10o0m y 200m.

100m vallas  200m planos

12.69 2256
ET T Se observa cierta estructura.
1361 2392
1351 2393
e y Karl Pearson (1901), describir
. - > con una recta.
13.25 23.59 o,
1375 2503 5
o T 2 Hotelling (1933), relacion entre
R 5 variables g(X;, X,).
1392 25 241
13.47 2547
B e
14.04 2561
14.31 2569
14.23 255 23 /\
14.85 2523
1453 26.61 12 3 1 15 5
16.42 26.16 tiempo_100_m_vallas
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Componentes principales

Ejemplo: Atletismo, pruebas de 10o0m y 200m.

100m vallas  200m planos

12.69 2256
ET T Se observa cierta estructura.
1361 2392
1351 2393
e y Karl Pearson (1901), describir
- - con una recta.
13.25 23.59 o,
1375 2503 5
o T 2 Hotelling (1933), relacion entre
R 5 variables g(X;, X,).
1392 25 24
13.47 25.47
e No confundir con regresion,
e /4 Incorporar incertidumbre.
14.23 255 i
14.85 2523
1453 26.61 12 3 11 15 5
16.42 26.16 tiempo_100_m_vallas
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Componentes principales

Ejemplo: Atletismo, pruebas de 100m, 200m y salto de longitud.

100m vallas 200m planos salto long .
1269 2256 727 40
1285 23.65 671
132 231 B6E
1361 23.92 625
1351 2393 632
1375 24.65 633 20
1338 2359 637
1355 24.48 647 )
1363 24.86 611
1325 23.59 628 .’.
1375 250 6534 . ‘.
13.24 23.59 6.37 z
1385 24.87 6.05 .’/".
131 24.78 612
13.79 2061 5.08
1393 25 6.4 »
13.47 25.47 534
1407 24.83 613
1439 24.92 6.1
14.04 25,61 599
1431 2569 575 » 0
1423 255 55 30
1485 2523 547 S 3 Gy X
1453 26.61 55 I ° $ ]
16.42 26.16 488 y ] T
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Componentes principales

Ejemplo: Compresion de imagenes digitales.
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Componentes principales

e Buscamos direcciones informativas
(estructura)
informativo = maxima variabilidad

e Buscamos minimizar el error de
reconstruccion.

20@ ¢ o ® cwvees eadel oo s
T T T T T T T

-3 E, 4 0 1 2 3 .

X
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Componentes principales

Obs! Los dos enfoques anteriores son equivalentes.

Prueba:
Denotemos X la v.a. que corresponde a los datos (X € R? en el ejemplo).
Por simplicidad, supongamos que los datos x; estan centrados (i.e. E(X) = 0).

n n
1 1 N R
S AP =D 1k — i)+ %2
i=1 i=1
1 < S
~on > lxi = %il[* + - > " I[%|* = Reconstruction error + V(X).
i=1

i=1

MSS

MSS es fija, luego minimizar el error de reconstruccion equivale a maximizar la varianza
de los datos.
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Componentes principales

Enfoque probabilistico:
Matriz de datos

X1 X2 Xad

X X2 Xad
X= .

Xnm Xn2 ... Xpd

® Consideramos X = (Xi,...,X4) € RY como variable aleatoria, y los datos
X; = (X, ..., Xiq) € RY, parai=1,2,...,n como muestra de X.
® Supondremos que conocemos la ley Px.

® Supondremos también que E(X) = o (los datos estan centrados). En consecuencia,
V(X) = XX,
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Componentes principales

Caso particular 1D: (proyectamos a un subespacio 1-dimensional).

Suponga que proyectamos a un subespacio (/) = (¢/,X) = ("X.
Buscamos maximizar
Cov(¢TX) (T Cov(X)¢ M(XTX)Y

T _ — —
MR =R T TR T m T

(cociente de Rayleigh).

HI\\ ::
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Componentes principales

Teorema (Teorema espectral / Descomposicion espectral)
Sea A € R¥*9 yna matriz simétrica (operador auto-adjunto). Entonces, A admite una
descomposicion de la forma A— UNUT

donde A = diag(\, X2, - .., \g) es la matriz diagonal formada por los autovalores

U: (q1 q2 qd) GRdXd

es una matriz ortogonal cuyas columnas son los autovalores de A, con q; el autovalor
correspondientea \;, i =1,2,...,d.
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Componentes principales

Teorema (Teorema espectral / Descomposicion espectral)
En otras palabras, A puede escribirse como una suma de matrices de rango 1

M

.
bW :}
A= |a q ... qq . o

Ag qg
d
= ) _Naqq/.
i=1
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Componentes principales

Comentario:
Para1 < k <d, la suma

k
Ae=>_Xiqq],
i=1
es una matriz de rango k siempre que los ); # o (ya que los q; son independientes).

Veremos mas adelante, que esta es la mejor aproximacion de rango k de la matriz A.
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Descomposicion SVD

Teorema (Descomposicion en valores singulares (SVD))

Sea A € R"*% yna matriz de rango R. Para todo 1 < r < R, existen matrices U € R"*',
S e R™, Ve RY, tales que

r
A=USVT = ZO‘,‘U,‘V}’-,
i=1

con
® [as columnas u,,...,u, € R" de U son los autovectores de AAT,
® las columnas v,,...,v, € RY de V son los autovectores de ATA, S = diag(oy, . .., o;),

o? = \j, con )\; los autovectores de u; y de v,
® Ademas, oju; = Av; y ov; = ATu;, parai =1,2,....r.
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Descomposicion SVD

El teorema de descomposicion espectral ocurre como un caso particular de la
descomposicion SVD:

Caso especial: A simétrica
r
A=USU" =UNU" =) ouu].
i=1

En este caso los autovectores de Ay ATA = A2 = AAT coinciden, y los autovalores de A al
cuadrado son los autovalores de ATA.
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Cociente de Rayleigh

Teorema (Cociente de Rayleigh, caso 1D)
Sea A € R¥*9 una matriz simétrica, A = 0. Entonces, el cociente de Rayleigh

x"Ax
max
x#0 XX

alcanza su maximo exactamente en X = u,, el autovector asociado al mayor autovalor \,

de A

Prueba:

Sea A = UAUT la descomposicion espectral del A, A con autovalores \; > X\, > ... \y > 0,
y U= [u, u, ... uy], con u; el autovector correspondiente a \;, i =1,2,...,d.
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Cociente de Rayleigh

Tomemos A'/2 = UA/2UT.
Consideremos el cambio de base y = U'x. Entonces

xTAx XTAV2A1/2x x"UN2UTUN/2UTX x"UAUTx
maxXx = maxX ————— = maX = MmaxX —————
x#£0 XTX X#0 XTXx X#0 xTx x#0 XX
xTUAUTx (UT™X)"A(U"x) y'A
= ———— = MmaX————— = max —— y Ay
x;éo x"UUTx X£0 (UTx)T(UTx) y#o Yy HyH =1
d
= max max A =A
Iyli=1 4= NV e Z W=
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Cociente de Rayleigh

Luego, el valor del cociente de Rayleigh, esta limitado superiormente por \,.
Por otro lado, siy = e; = (1,0,...,0), entonces

y' Ay
v’y

d
=y Ay =e'Ae, =) NeZ =\

i=1

Portanto, el cociente de Rayleigh alcanza su maximo eny = e,. Volviendo a las
coordenadas originales, como y = U'x, entonces

X = (UT)71e1 - Ue1 = .

De modo que el cociente de Rayleigh alcanza su maximo en x = e,, el autovector
asociado al mayor autovalor de A.
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Proyeccion PCA

Caso general: Proyectar a un subespacio r-dimensional.
Buscamos direcciones ortogonales {/;}/_, que generan el supespacio de proyeccion.

{TCov(X)¢;
V(£IX) = max
e VIEX) = max =,

, sujetoat; Lty,... 0, i=23,...,I
Solucion: {¥;} son los autovectores asociados a los primeros r autovectores de Cov(X).

Prueba: El caso i = 1 esta resuelto, la proyeccion se maximiza con el autovector u,, la
primer columna de U en la descomposicion SVD de Cov(X).
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Proyeccion PCA

Sea A = Cov(X). llustramos ahora como proyectar en la segunda direccion. Para ello,
consideramos el espacio ortogonal a (u,), esto es, borramos la informacion de la matriz
A en la direccion de u;:

d d
A, =A— \uul = Z Auul — \uqul = Z Aupul
i=1 =2

Observe que A, € R9%9 es una matriz d-dimensional, pero con ceros en toda su primera

filay columna (en la base u;, u,, ..., ugy.

Luego, podemos considerarla como una matriz d — 1-dimensional. La informacion en el

resto de dimensiones no ha cambiado, esto es, los autovalores y autovectores de A, son,
respectivamente X\, > ... > \g, Y Ua,. .., Ug.
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Proyeccion PCA

De ahi, resolver el problema

(IAL,
maXx

&40 (14,

, sujetoat, L uy,

se reduce a
1AL,

ma .

ldo 30
Ya vimos que la solucion de este cociente de Rayleigh es dada por u,, el autovector
asociado al mayor autovalor A, de A,.

Este mismo proceso se generaliza al resto de dimensiones 45, ..., 4. Esto termina la
prueba de la descomposicion PCA.
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Aproximaciones de bajo rango

Teorema (Eckart-Young)
Sea A € R"*9, n > d, una matriz cuya descomposicién SVD esta dada por

d
A=USVT =) ouv].
i=1

Entonces, la matriz A, de rango r, 1 < r < d, que mejor aproxima A en el sentido de
minimizar min  ||A — A/}
rank A <r

se obtiene de truncar la descomposicion en valores dingulares de A:
r

A =US V] = oy,

i=1
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Aproximaciones de bajo rango

Teorema (Eckart-Young)
donde
U =[uuy ... u], S =diag(oq,02...,0¢), Ve =1V, ... V]

En ese caso, el error de aproximacion esta dado por

d
A=Al =D A

i=r+1

1A= Arl[3 = Ara.

UNIVERSIDAD
DEL VALLE
DE GUATEMALA

PCA | Alan Reyes-Figueroa Page 24 UVG




Aproximaciones de bajo rango

® Las direcciones u; se llaman las componentes principales de X.
® La descomposicion SVD proporciona un mecanismo para proyectar los datos al
“mejor” subespacio de dimension r < d. Dicha proyeccion se obtiene haciendo
Xproj = X V.

® Los autovalores )\; de X"X nos proporcionan un mecanismo para medir el error, via
N d
A= ArllE = Ximria Aie

i=r+1

.
. . Aj . .
® El cociente g’d—“, r=1,2,...,d,seinterpreta como el porcentaje de
A\
1=1 "
variabilidad de los datos X que es explicada por las primeras r componentes

principales.
Este se conoce usualmente como explained variance.
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Compresion de imagenes usando PCA.

A

Original r=1 r=2 r=4 r=8 r=1 r=32 r==64

Imagen Original (256 x 256), aproximaciones con rango = 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64.
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Ejemplos

Error de compresion Exactitud (% variabilidad explicada)
L=
o | [=]
@ o
o |
= o _| E =
g « £
H S
3
]
S
o
o |
o
Sl
T T T T T T T T T T
0 100 200 300 400 0 100 200 300 400
r ¥
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