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Ejemplo: Calcular la norma 1 inducida de A = <; _23 ?)

En este caso, tenemos tres vectores columna

w2 (3): »-0)

Las normas 1 de estos vectores columna son, respectivamente,
[as[ls =1+ [0l =1, [[@lli=2[+|-3]=5, [las]ls=I[3]+[1]=2s
Finalmente, el maximo de estas normas 1 vectoriales es 6, y tenemos

Al = aj|ls = max{1,5,4} = 5.
1Al = max [[ajll, = max{1,5,4} =5
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Ejemplo: Calcular la norma oo inducida de A = ((1) _23 3)

En este caso, tenemos dos vectores fila
aj=(1 2 3), ag=(0 -3 1.
Las normas 1 de estos vectores fila son, respectivamente,
@il = 1|+ 2| + 3 =6, [[ajll=[o]+|—3|+ |1 = &
Finalmente, el maximo de estas normas 1 vectoriales es 6, y tenemos

Alloo = alll, = 6,4} = 6.
||A]l 1’2,-2;” i l[r = max{6, 4}
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Norma 2 Inducida

Teorema
Sea A € R™" yna matriz, y sean A, \,, ..., Am los autovalores de ATA ¢ R™*™. Entonces

1A]l; = (max |\)"2 = \/ﬁ
1<ism 1<i<m

Prueba: La prueba se dara mas adelante.

Observe que:

® ATA es una matriz cuadrada simétrica, portanto sus autovalores son siempre
numeros reales.

® (Casi siempre ocurre que ATA es semi-definida positiva, de modo que sus
autovalores son > o.

® max,<j<m A; €S el mayor autovalor de ATA. Este se llama el radio espectral de ATA.
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Ejemplo: Calcular la norma 2 inducida para A = ((1) 2)

En este caso, comenzamos calculando la matriz ATA

=26 -G8

Luego, el polinomio caracteristico de ATA es
det(M — ATA) = X2 — tr(ATA) A + det(ATA) = X\2 — 9\ + 4 =0,

. 6 — 6
cuyas raices Son Amax = %ﬁs Y Amin = 9275
6
Luego, |IAll, = VAmax = % A 2.92080962648.
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Ejemplo: Calcular la norma 2 inducida para A = (; _23 ‘j’)

Respuesta: ||A||, ~ 3.95038622 (Ejercicio!)
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Normas Matriciales

En general, no todas las normas matriciales son inducidas por una norma vectorial.
Damos la siguiente definicion general.

Definicion

Una norma matricial es una funcién || - || : R™*" — R que satisface:
1. ||A]] > 0, VA € R™".
2. ||A+ B|| < ||A]| +||B||, YA, B € R™*".
3. ||cA]| = |a| ||A]], Ya € R,VA € R™*",

La norma matricial mas importante que no proviene de una norma vectorial es la norma
de Frobenius o norma de Hilbert-Schmidt

il = (23 o) (1)

i=1 j=1
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Normas Matriciales

Sia,,...,a, € R™denotan las columnas de A, entonces
n 1/2
Alle = (D llayliz) @)
j=1

Proposicion
Para A € R™", vale ||A||r = \/tr(ATA) = \/tr(AAT).

Prueba: SiA=(a; a, ... a;)son lascolumnasde A, a; € R™, entonces

ATA = ( aT > (31 a) = (afa).

an

Luego, tr(ATA) = Za a = §:||a,\|2 = ZZaU = ZZIG,,F = [|A[[2. 5

]1I1 I1]1
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Ejemplo: Calcular la norma 2 inducida para A = <(1) _23 ‘3’)

Tenemos que
2

3
YN a=r+22+F 0+ (-3 + 17 =24
i=1 j=1

Luego, [|Al|r = /24 = 4.89897948.

Otra manera de calcular la norma de Frobenius seria usando ||A||r = \/tr(ATA). Observe

que
1.2 3

ATA= (2 13 3 = tr(ATA) =1+ 13 4+ 10 = 24.
3 3 10

Portanto, ||A||r = /24 = 4.89897948.
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¢Para que sirven las normas matriciales?

Tiene sentido entonces definir normas matriciales, para medir el “tamano” de estas
matrices.

Recordemos que en el contexto de métodos numeéricos, las normas vectoriales (y
matriciales nos sirven para calcular distancias entre vectores (o matrices).

dist(X,y) = ||y — X][p.

y las distancias nos dan un mecanismo para medir el error de aproximacion. Por
ejemplo, si x € R" es la solucion de un problema, y tenemos un algoritmo numérico que
nos devuelve una solucion aproximada X € R, entonces el error de aproximacion es

error de aproximacion = ||x — X||p.
Lo mismo ocurre para un algoritmo que calcular matrices:

error de aproximacion = ||A —ﬁ||p.
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La factoracion de matrices es una estrategia muy usada para obtener variables
lantentes, Gtiles para revelar informacion no observable dentro de una matriz de datos
X (e.g. un sistema de recomendacion).

Sea X € R una matriz de datos. El objetivo es descomponer X como el producto de
dos matrices con entradas no-negativas W € R™"y H € R"™*¢

X = WH,

W Vv
H

x[ ]z

La solucion de este algoritmo consiste en encontrar la combinacion de matrices Wy H
que minimiza el error de aproximacion ||X — WH||r.
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