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Sistemas Lineales

Recordemos los métodos para resolver un sistema de ecuaciones
lineeales Ax = b, con A ¢ R™" x,b € R".

Pensemos en la eliminacion Gaussiana, por ejemplo. Si A € R™*" lo que
se quiere es (el algoritmo también puede aplicarse a matrices
rectangulares, pero es mas cominmente usado para matrices cuadradas).
La idea es transformar A en una matriz a su forma escalonada

(0% o o o o o o]

0000/ o o
000 0 0 * »
- 00
0000000 0

UNIVERSIDAD
DEL VALLE
DE GUATEMALA

Sistemas Lineales | Alan Reyes-Figueroa Page 1 UVG




Sistemas Lineales

En el caso de una matriz cuadrada A, transformamos A en una matriz
triangular superior U introduciendo ceros debajo de la diagonal, primero
en la columna 1, luego en la columna 2, y asi sucesivamente.

X X X X X X X X X X X X X X X X
X X X X 0 X X X X X X X X X
—_ —_— —_

X X X X 0 X X X 0 X X X X
X X X X 0 X X X 0 X X 0 x

Esto se hace restando mdiltiplos de cada fila de las filas subsiguientes, en

la forma .
Fi=F —{pFe, R=j+1,....m.

Este proceso de “eliminacion” es equivalente a multiplicar A por una
secuencia de matrices L, a la izquierda
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Reduccion Gaussiana

X X X X X X X X X X X X X X X X
X X X X Ly 0 X X X Ly X X X Ls X X X
—_— —_— —_—

X X X X 0 X X X 0 X X X X
X X X X 0 X X X 0 x X 0 x
A LA L, A L,L,L A

Z1ke L1k
z Tk E)La::ml"'
k zk+1.k "k 0
e 0

Para hacer esto, es necesario efectuar F; = F; — {j;Fi, donde

X; .
U = X, j=R+1,...,m.

kk
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Reduccion Gaussiana

1 ] 0
1 0
By = , 7=
. ~Lpgp 1 k lei1k
“mk 1 ) L Em,k J
® Silp=1(0,...,0,lksap,---,¢mp), €ntonces L, = | — (re]. Observe que

(I — Cref)(I + Cref) = | — lp(efle)ef = | — ((0)ef, = I,
de modo que | + /€], es la inversa de L.

o L', =+ ﬁkeg)(l + Eklﬂegﬂ) =1+ (e} + Crs1€f 0
y podemos combinar varias de estas matrices en una sola.
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Reduccion Gaussiana

[ 1
6y 1
L=zt nt, = |t b2 1

Eml ﬂmz R em,m—l 1

Repitiendo este proceso a todas las columnas de A obtenemos
Ln_s---LsLoL, A = U.
\_LS_/
Haciendo L = L;'L;"---L,",, da A = LU, y obtenemos una factoracion LU
de A.
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Reduccion Gaussiana

Definicion

Una factoracion LU de A, es una factoracion en la forma A = LU, donde
e U es triangular superior,
* L es triangular inferior, con entradas diagonales iguales a 1.

Hay una relacion directa entre la eliminacion gaussiana la factoracion LU.

Algoritmo: (Eliminacion Gaussiana).
Inputs: A € R™*" Outputs: L € R™*™M U e R™*",
InitializeU=AL=1
fork=1ton—1:
forj=kR+1tom:
Lir =1/Ujk
Ui kn = Uj kn — Lj k Uj pn-
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Reduccion Gaussiana

Namero de operaciones:

| Operaciones |

| Paso
InitializeU=AL=1 2n?
fork=1tom—1: m — 1 ciclos
forj=k+1tom: m — k ciclos
Lj,k = 1/Uj,k 2
Uikn = Uirn — LignUjpn | 3(n —R+1)

#Operaciones = 2n*>+ i Z (2+3(n—k+1))
k=1 j=k+1
— on? 4 Z_: [(n —R)2+3(n—k+ 1))] — 0(1n%).
k=1
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Reduccion Gaussiana

Observaciones:

e En su forma mas general, una factoracion LU de A € R™*" satisface
que U € R™" esta en forma escalonada, mientras que L € R™™ es
triangular inferior, con entradas 0 0 1 en la diagonal.

* En el caso que A € R™" es cuadrada, obtenemos U triangular
superior.

* No todas las matrices admiten un factoracion LU (ya que el
algoritmos de eliminacion gaussiana puede fallar), el siguiente
resultado ilustra esto.
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Reduccion Gaussiana

Teorema (Factoracion LU)

i) Una matriz A € R™<" admite una factoracion LU si, y sélo si, el algoritmo de
eliminacion gaussiana sin cambios de fila, conduce a una reduccion de A en forma
escalonada. En ese caso, L sera triangular inferior con 0 6 1 en la diagonal principal,
y U tendra forma escalonada. En el caso m = n, U seara triangular superiot.

ii) La matriz L en dicha factoracién LU tendrd entradas 1 en la diagonal principal, si y
solo si, durante el algoritmo de reduccion gaussiana sin cambio de renglones, en
cada paso del algoritmo todas las entradas U; j son no nulas, para
R=12,....m-1

Limitantes del algoritmo de eliminacion gaussiana:
® SiU;; = o, habra que efectuar un cambio de filas.
* Sitodas las entradas de la columna j, U ., son nulas, entonces hay que saltarse el
paso en esa columna (forma escalonada con variables inactivas).
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Reduccion Gaussiana

Eliminacion gaussiana con intercambio de renglones:

En el caso general, el posible que en algin momento del algoritmo
gaussiano tengamos Uy, = 0, y no podamos efectuar la division el el
pivote actual. En ese caso es necesario efectuar un cambio de renglones.

X X X X

3
E o
X
X X X X

X

X X X X

X X X
T X

X X

X X

X X

Row interchange

X X
X X
X X
X X
X X

L
—

% W K
Ty X
0 x
0 X
0 %

Elimination

X
X

X
X

X X X X X

Este también se expresa como el producto por una matriz. El pivote
parcial implica aplicar una matriz de permutacion Py a la izquierda de la

matriz de trabajo, previo a cada eliminacion.
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Reduccion Gaussiana

Al final, obtenemo una descomposicion de la forma
Lm—1Pm—1 e L3P3L2P2L1P1A — U
Esta factoracion puede reescribirse reordenando los términos de forma

que las matrices triangulares L; aparecen juntas, y las matrices de
permutacion aparecen juntas

le—1 . LgLIZL{IPm,‘] s P3P2P1A - U,

donde L/, , = Ly_,, pero reordenando sus filas, segin la relacion

LJ{:Pm—1"'PI'+1LJ'Pj_—|—11”'Pr711—17 j=1....m-n

Escribiendo L = (L), ,---L,L))""y P = Pp_,---P,P, obtenemos que
L="PA = U, o equivalentemente PA = LU.

UNIVERSIDAD
DEL VALLE
DE GUATEMALA

Sistemas Lineales | Alan Reyes-Figueroa Page 12 UVG




Reduccion Gaussiana

Teorema (Factoracion PA = LU)

i) Toda matriz A € R™=" admite una factoracién PA = LU si, y sélo si, el algoritmo de
eliminacion gaussiana con cambios de fila, conduce a una reduccion de A en forma
escalonada. En ese caso, L sera triangular inferior con 0 6 1 en la diagonal principal,
y U tendra forma escalonada. En el caso m = n, U sera triangular superior.

ii) En el caso m = n, la matriz L en dicha factoracion LU tendra entradas 1en la
diagonal principal, si y sélo si, todas las variables son activas. En ese caso, U es
triangular elementos diagonales no nulos.

Obs: Debido a la bUsque e intercambio de renglones, la complejidad se
incrementa de O(%) a O(n?).
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Reduccion Gaussiana

Algoritmo: (Eliminacion Gaussiana con intercambio de renglones).
Inputs: A € R™", Qutputs: L,P € R™™M U e R™*",
InitializeU=A,L=1,P=1.
fork=1ton-—1:
Choose k <i<msuch that uy # o:
Interchange Ugrn < Ujgn
Interchange lp1r_1 < igp_s
Interchange py. < p;.
forj=k+1tom:
L“e = 1/Uj7k
Ujkn = Ujkn — Lir Uj en-
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1. Calculo del Determinante:
Cuando m = n, la reduccion gaussiana proporciona un algoritmo eficiente
para el calculo del determiante de una matriz.

Comparacion con otros métodos para el determinante:
e Formula de Leibniz (desarrollo por permutaciones): O(n!).
e Formula de Lagrange (desarrollo por cofactores): O(n!).
e Eliminacion gaussiana: O(n3).

Observaciones:
* En el caso A = LU, detA se calcula como D =[], uj.
e En el caso PA = LU, al D anterior hay que multiplicarle el signo de la
matriz de permutacion P.
 Para matrices grandes (n > 5), es mas eficiente.
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2. Solucion de sistemas lineales:
Para resolver un sistema Ax = b, con A € R™", x,b € R".

En este caso, es necesario aplicar el algoritmo de eliminacion gaussiana a
la matriz extendida [A | b] para llevarla a la forma [U | b’]. Ademas, luego
del algoritmo de eliminacion gaussiana, es necesario aplicar el método
de sustitucion hacia atras.

Algoritmo: (Sustitucion hacia atras).

Inputs: U € R™", b’ € R" (U la forma escalonada de A, b’ la reduccion
gaussiana de b)

Outputs: x € R".

forj=nton:

Xj = (bj = > heji UjkXe) /Ujj
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Otras alternativas para resolver el sistema Ax = b, A € R™" b € R", son:

Descomposicion A = LUO PA = LU
Ejemplificamos el caso A = LU. Como A = LU, el sistema se escribe
LUx = Ly = b, donde Ux = .
Resolvemos el sistema Ax = b en dos pasos:
1. Resolver Ly = b por sustitucion hacia atras.
2. Resolver Ux =y por sustitucion hacia atras.

En el caso de PA = LU, tenemos A = PTLU. Resolvemos el sistema Ax = b
en tres pasos:

1. Resolver z = Pb directamente (permutamos las entradas de b).

2. Resolver Ly = z por sustitucion hacia atras.

3. Resolver Ux =y por sustitucion hacia atras.
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Meétodo de Gauss-Jordan

El método de Gauss-Jordan es una extension de la eliminacion gaussiana.
Aqui el objetivo es continuar aplicando la reduccion gaussiana, hasta
llevar la matriz A a una forma escalonada en la que todos los elementos
pivote son 1, y el resto de las entradas son 0.

0] 1
00001
000 0 01
2 00
0000 0 00 0
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Algoritmo: (Gauss-Jordan).
Inputs: A € R™", Outputs: L € R™™ U e R™",
InitializeU=AL=1
fork=1ton—-1
forj=ktom:
Lj,k = 1/Uj7k
Uikn = Ujkn — Ljr Uj k-
fork=nto2:
forj=1tok—1
Lj,k = 1/Uj,k
Ujrk = Ujak — Ljr Uj g

Obs! En este caso la complejidad se dulica a O(2n3).

UNIVERSIDAD
DEL VALLE

DE GUATEMALA

Sistemas Lineales | Alan Reyes-Figueroa Page 19 UVG




3. Solucion de sistemas lineales:

Para resolver un sistema Ax = b, A € R™" b € R", aplicamos el método
de Gauss-Jordan a la matriz extendida [A | b] para obtener [/ | X].

En este caso, la solucion del sistema es imnediata, y ocurre en la dltima
columna de la respuesta.

4. Inversa de una matriz:

Podemos utilizar Gauss-Jordan para calcular la inversa de una matriz no
singular A € R™",

Para ello, aplicamos el algoritmo a la matriz extendida [A | I] € R"™". Al
final del algoritmos, optenemos la salida [/ | A7"].

En este caso, la inversa ocurre en la segunda parte de la respuesta.

Obs: Para n grande (n > 5), este método es mas eficiente.
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Estrategias de Pivoteo

Las técnicas de pivoteo son un método que se aplica a la reduccion
gaussiana desde la década de 1950. Sirven para reducir el error relativo
de los calculos.

La técnica consiste en elegir “adecuadamente” el pivote xx, en cada paso
kR=1,2,...,n—1de lareduccion gaussiana.

X X X X X X X X X X
T X X X Ty X X X
X X X X — 0 X X X
X X X X 0 X X X
X X X X 0 X X X

Existen varias técnicas de pivoteo. Las mas usadas son las siguientes:
e pivoteo parcial,
* pivoteo parcial con escalado de columna,
e pivoteo completo.

UNIVERSIDAD
DEL VALLE
DE GUATEMALA

Sistemas Lineales | Alan Reyes-Figueroa Page 21 UVG




Estrategias de Pivoteo

Tipicamente, en todas las estrategias de pivoteo se elige la entrada
maxima (en modulo) sobre un cierto subconjunto de entradas posibles.

En el pivoteo parcial, en cada paso elegimos la fila i, R < i < m tal que
|ujx| €5 maximo.

X X X X X X X X X X
Tu| X X X Ty X X X
XX X X — 0 X X X

Ixxx 0 X X X
X | X X X 0 X X X

* En cada paso hacemos una busqueda sobre O(m — R) valores
posibles, lo que aumenta a O(n3) la complejidad de la eliminacion
gaussiana.

* Es similar al de reduccion gaussiana con interambio de filas.
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Estrategias de Pivoteo

En el pivoteo completo, en cada paso elegimos la fila iy la columna j, con
R <i<m,k <j<ntales que |u;| es maximo.

X X X X X X X X X X
X X X T X X X
X X X —_— 0 x X X
X X X 0 X X X
X X X 0 X X X

* En cada paso hacemos una busqueda sobre O((m — R) - (n — R))
valores posibles, lo que aumenta todavia mas la complejidad.

* En la practica no es muy usado, ya el aumento en el costo
computacional es mayor que el beneficio.
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Estrategias de Pivoteo

En su lugar se usa el pivoteo parcial con reescalado de columna.
Primero, para cada k < i < m, definimos un factor de escala s; como

Si = max |ujl, R<i<m.
k<j<n

Luego, elegimos lafilai,conk <i<m, k <j<ntalque "fs—'*' es maximo.

X X X X

Trk
X
X
X

Tk
—_ 0
0
0

X X %X X x
X X %X X x
X X %X % x
X X X X X
X X X X X
X X X X X

* Laidea es elegir solo sobre la fila i, tomando en cuenta las escalas de
los valores en todo el bloque derecho inferior de la matriz U.
* Sialgun |s;| = 0, el sistema no tiene solucion unica.
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Estrategias de Pivoteo

En el pivoteo completo, en cada paso elegimos la fila iy la columna j, con
R <i<m,k <j<ntales que |u;| es maximo.

X X X X X X X X X X
X X X T X X X
X X X —_— 0 x X X
X X X 0 X X X
X X X 0 X X X

* En cada paso hacemos una busqueda sobre O((m — R) - (n — R))
valores posibles, lo que aumenta todavia mas la complejidad.

* En la practica no es muy usado, ya el aumento en el costo
computacional es mayor que el beneficio.
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Estrategias de Pivoteo

0.00300X%; + 59.14X, = 59.17

Ejemplo: 5.291X, — 6.130x, = 46.78
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