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Punto Flotante

IEEE 754 (estandar):

Representacion puntual de R. En un sistema de punto flotante, las
brechas entre los nimeros representados adyacentes escalan en
proporcion a la magnitud de los nimeros.

Tenemos base= 3 = 2, precision = t (t = 24 precision simple, t = 53
precision doble).

La representacion de un nimero es de la forma
x=(2)5"

donde m es un nimero entero enelrango ' < m< 3t —1,yeesun

entero arbitario. La cantidad % se conoce entonces como la mantisa,

mientras que e es el exponente.
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Punto Flotante

La resolucion de la maquina se resume tradicionalmente en un nimero
conocido como el épsilon de maquina

€maq = %ﬁ1_t' (1)

Este nimero es la mitad de la distancia entre 1y el siguiente nimero de
punto flotante representable. En un sentido relativo, este es tan grande
como los espacios entre los numeros de punto flotante. Es decir, emqq
tiene la siguiente propiedad:

Vx € R, existe x’ representable, tal que [x — X'| < emaqlX|. (2)

Denotamos por fl : R — F la funcion que da la aproximacion mas cercana
de punto flotante a un nimero real. Esto es, fl(x) es el equivalente a x
redondeado en el sistema de punto flotante.
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Punto Flotante

La desigualdad (2) se expresa en términos de fl como
Vx € R, existe ¢ conle| < emqq tal que fl(x) = x(1+ ¢). (3)

Es decir, la diferencia entre un nimero real y su punto flotante mas cercano, siempre
Menor que emqq (en términos relativos).

Operaciones de punto flotante: Denotamos las operaciones +, —, -y +
porx@y=flx+y)xoy=fx—-y),xoy=Akx-y),xoy=f(x/y).

Teorema (Axioma fundamental aritmética de punto flotante)
Para todo x,y € F, existe £ con |¢| < emqq tal que
XOy=(x-y)(1+¢). (4)

Asi, cada operacion aritmética en punto flotante es exacta, hasta un error relativo
maximo del tamano de emqq-
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Estabilidad

Hemos definido un problema matematico como una funcion f : X — Y desde un espacio
vectorial X de datos a un espacio vectorial Y de soluciones.
Un algoritmo puede verse como otro mapaf: X — Y.

Mas precisamente, sea f es un problema, y dado un computador cuyo sistema de punto
flotante satisface (4), un algoritmo para f (en el sentido amplio del término), y una
implementacion de este algoritmo en forma de programa informatico. Dado un dato

X € X, estos datos se redondean y se alimentan como entrada en el algoritmos f. Al
correr el programa, el resultado es una coleccion de nameros de punto flotante que
pertenecen al espacio vectorial Y. Denotamos este resultado por f(x).

En el minimo caso, f(x) se vera afectado por errores de redondeo (pero existen otros
posibles problemas que pueden afectar f(x)).

Asi como f es el analogo calculado de f, otras cantidades calculadas se marcaran por
tildes. Por ejemplo, la solucion calculada del sistema Ax = b se denotara por X.
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Estabilidad

Tipicamente, f no es continua, pero aiin asi un buen algoritmo debe aproximarse al
problema asociado f. Consideramos el error absoluto de un calculo, ||f (x) — f(x)]/, 0 el
error relativo, W

Definicion )
Decimos que un algoritmo f para un problema f es preciso si para cada x c X,
1F(x) — F)ll
= = O(&mag)- (5)
oo Omed)

Sin embargo, si el problema f esta mal condicionado, el objetivo de precision definido
por (5) es muy ambicioso. En ese caso, es mejor dar una definicion alternativa para la
exactitud de un algoritmo.
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Estabilidad

Definicion
Un algoritmo f para un problema f es estable si para cada x € X,
If (%) — FR)|
P = O(Emag),s (6)
UL

% [IX—x|| _
para alguna X con R = O(emagq)-
Muchos algoritmos de algebra lineal numérica satisfacen una condicion que es a la vez

mas fuerte y simple que la estabilidad.

Definicion )
Decimos que un algoritmo f para un problema f es estable hacia atras (backward stable)
si para cada x € X,

||X—x

f(x) =f(%), para algiin X con IIiIIH = O(Emaq)- (7)
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Estabilidad

Obs! En cualquier aritmética de maquinas, el nUmero emqq €s una cantidad
fija. Al hablar del limite £y — O estamos considerando una idealizacion
de un computador. Las ecuaciones (§)—(7) hablan de la rapidez con la que
la solucion calculada del algoritmo f tiende a la solucion del problema f,
a medida que la precision de la maquina se mejora (de forma hipotética).
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