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Método de Monte Carlo (1949)

Nicholas Metropolis y Stanistaw Ulam proponen por primera
vez el Método Montecarlo con su paper publicado en el
Journal of the American Statistical Association (Vol 44)

Método Monte Carlo

"El Método es, esencialmente, un acercamiento estadistico
al estudio de ecuaciones diferenciales, o de manera mas
general, de las ecuaciones integrodiferenciales que ocurren
en varias ramas de las ciencias naturales" (Metropolis, Ulam,
1949).

Bajo la intensidn de ofrecer una alternativa mas adecuada a
los problemas de fisica del continuo, se emplearon los
recursos de calculo y las ecuaciones diferenciales parciales
en temas como hidrodindmica y electromagnetismo. Por
otro lado, se tenian las teorias cinéticas, donde se
aproximaba el continuo usando un numero grande y finito
de particulas.
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Método de Monte Carlo (1949)

¢Qué ocurre en un caso intermedio?

Ejemplo

AsUmase que se tiene un medio donde se introduce una
particula nuclear capaz de producir particulas semejantes
con una distribucién de energia y direccién de movimiento.

El comportamiento de las particulas de este sistema es
modelado por ecuaciones diferenciales cinéticas de los
gases denominadas ecuaciones de Boltzmann.

Entonces, la idea general del método es evitar
procedimientos de integracién multiple o multiplicacién de
matrices de probabilidad para sustituirlos como una cadena
de eventos. Entonces, se toma una muestra de las posibles
cadenas y se hace el estudio de las distribuciones de
probabilidad en un tiempo dado.
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MCMC
La teoria detras

Los Métodos de Cadenas de Markov Monte Carlo (MCMC)
estds diseflados para adaptarse muestreos aleatorios
sistematicos para distribuciones de altas dimensiones. La
diferencia con métodos de Monte Carlo es que estos no son
tan efectivos luego de aumentar la dimensién del problema
ya que su efectividad como modelo probabilistico decae.

Def. Cadena de Markov

Proceso evolutivo en el que para cada paso el proceso puede
estar en cualquiera de los estados; en el paso siguiente, el
proceso puede permanecer en su estado presente o
cambiar a uno de los otros estados. Y al momento de
avanzar, su probabilidad depende Unicamente del estado
presente y no de la historia pasada del proceso.
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Algoritmo Metropolis (1953)

La definicién del primer algoritmo MCMC es asociado a la
segunda computadora MANIAC construida en Los Alamos
bajo el mando de Metropolis (1952). Al aflo siguiente, se
publicé el el Journal of Chemical Physics la computacion de
integrales de la forma

j=/F(9)exp{—E(9)/kT}d0 // exp{—E(0)/kT}do

en R?YN usando ¢ para un conjunto de N particulas en R?
definiendo energia como

N
E(9)=QZ Z V(di))

=1,J#i

| —

donde V es la funcién potenC|aI y d;; la distancia euclidiana
entre las particulas. Igualmente, se empled la constante de
Boltzman con un factor de normalizacion. Y esto con la idea

7/20 Menéndez, Beltran Gibbs Sampling



Algoritmo de Metropolis-Hastings

El método de Metropolis fue generalizado por Hastings
(1970) y por Peskun (1973,1981) para aplicaciones estadisticas.
Definiendo una metodologia para cadenas de Markov finitas
y reversibles determinando una analogia discretizada para el
lado continuo. Para esto, se definié la probabilidad genérica
de pasar de un estado i a un estado j como

1+ (mi/n;)(qij/q;i)

a/ij

En donde s;; = 5;;, 1; es el objetivoy ¢;; es la propuesta. A
partir de este punto, se podra usar los métodos de MCMC
para dimensiones mas grandes.
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Procesamiento de Imagenes(1984)

En 1984 Geman y Geman hicieron uso de métodos basados
en MCMC, en particular Gibbs Sampling. En este exploran el
uso de los campos aleatorios de Markov (MRF) como
herramienta para restaurar imagenes que han sido
sometidas a ruido de algun tipo. El supuesto original es que,
al tomar segmentos de la imagen, estos se comportan, a
grandes rasgos como un MRF, por lo que podemos usar
métodos de aproximacién basados en la teoria de MCMC.

E = MCZ
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GIBBS SAMPLING
y aplicaciones varias



Gibbs Sampling

La idea basica de Gibbs Sampling es evitar el problema que
se tiene con altas dimensionalidades por medio de
particionar el vector objetivo en secciones tal que estas sean
linealmente independientes. Esto es x € X c R se escribe en
K bloques tal que x = (x1,x2,x3,...,xk). Luego se denota:

fK(xl|x1’x2"x3""’xK) i:1’27"‘7K

Como el conjunto de distribuciones condicionales. Bajo las
condiciones de regularidad de MCMC (convergencia del
método y de los promedios) este conjunto expresa la
distribucién de la funcién f(x) bajo el siguiente teorema:
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Teorema (Hammersley-Clifford)

Si f(x) > 0 para cualquier x € X entonces la distribucion de
f(x) esta determinada de manera Unica por medio de su
conjunto de condicionales. Mas precisamente:

A i G X - X ys Y ns - Vi)
fx)=f(y)

xeX
ret Jie Ol jus Xjas -5 X Y - - - i)
Para cada permutaciénde j € {0,1,2,...,K}yyeX

Por lo tanto, se sabe que el proceso convergera a la
distribucién deseada.
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Gibbs Sampling

Algoritmo: (Gibbs Sampling )

x=x0 = (xio), éo), Cx
for:=0,1,2,.
1 Slmularx(”l) ~ filen |2 (t)).
2 Simular x{™ ~ fo(xy | x{"*Y, xé’),.. (’)).
3 Simular x{"™*Y ~ fo(xg | XD 0 D),
K Slmularx(” )~ I (xk |x(t+1),..., ;{z+11))

Lo mas comun para el criterio de paro son iteraciones.
Dependiendo de la aplicacién del método que se esté
haciendo existen ciertos métodos especificos, los cuales dan
una mejor idea de cuando el método deberia parar. Uno de
ellos, utilizado en procesamiento de imagenes, es el
gradiente ralo anterior (basada en la anterior iteraciéon del
modelo).
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Ejemplos
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Ejemplos

Figure: Configuraciones de conexiones de un circuito con
componentes de diferentes tamaros
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Ejemplos

SIMULATED
ANNEALING
* b - random disordered *
configuration : L =775
a - optimal configuration : L = 200 ¢ - configuration corresponding to a local

minimum of energy : L =225

Figure: Comparacion entre el método clasico para minimizacién y
el Simulated Annealing
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Simulated Annealing: Fisica

El proceso algoritmico es un paralelo al proceso que se hace
cuando se hace un Metropolis-Hastings. En base a una
confirguracién inicial:
©® Se hace una modificacién elemental (un movimiento de
parametros o algun "giro")
® Si este cambio causa un decrecimiento en el nivel de
energia, este es aceptado.
® En caso contrario, si causa un incremento de XE en el
nivel de energia, este también es aceptado con una
probabilidad de ¢ 2E/T | |a constante de Boltzmann
(donde la variable que cambia es T, la temperatura en
ese set de parametros iniciales).
Este procedimiento ayuda al algoritmo a viajar entre
minimos locales, dado que permite saltar entre niveles de
temperatura y buscar valores mas pequefos. Este proceso
genera una cadena de Markov en el sentido que la siguiente
cadena solo es dependiente de la que le presigue.
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Ley de decrecimiento

© Ti.1 = aT, con a = constante (geométrica)
O T = a(Ty)Ti
© Tiw = (1 - Tx-2475 ) Ti donde o(Tu) = (f2) + (f1)?, f esla

funcién a optimizar y A(T;) depende de la ley de
adaptacién tomada. Normalmente es constante.

® Ti.. = DTx donde Dy = min (DO, %), D, es una cosntante
tomada entre 0.5y 0.9, (E;) es el promedio de energia de

la confirguracién en el estado k y E; es el minimo de
energia de la configuracién en el estado «.

Los criterios de paro normalmente son el error relativo y el
error absoluto entre las temperaturas o el nivel de energia
en un estado decadente.
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