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Métodos de Region de Confianza Recordatorio: Punto de Cauchy

El Punto de Cauchy es el minimizador del modelo m(p) a lo
largo de de la direccién del maximo descenso, i.e., p, = — A9}
sujeto a la regién de confianza.
1
h(\) = mgamwzh_ﬁbm+§VﬁmeAzo

Como ||p|| < A entonces

Ay _
HAA%H<Ak$A<H H:A
gi

A = arg min h(\)
A€[0,A]
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Calculo del Punto de Cauchy

La solucién del problema anterior es

5\3 Si 9FByg, <0
Ak = min (5\ M) e.o.C.
" gFBrgy )’
L Si g7 Brg), <0
= A min (1, %) , e.0.C.
Argy, Brgy
~ n

0 . 3\ ‘A
Resumiendo: pf/ = —\,g;. Luego pf| = —Angy, = —7 Tl 9k
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Mejorando el Punto de Cauch

e El Paso de Cauchy ka produce un suficiente descenso en
el modelo my(-) lo que permite obtener convergencia
global.

10/32



Métodos de Region de Confianza
Método Dogleg

Mejorando el Punto de Cauc

e El Paso de Cauchy ka produce un suficiente descenso en
el modelo my(-) lo que permite obtener convergencia
global.

e El costo computacional es bajo.

10/32



Métodos de Region de Confianza
Método Dogleg

Mejorando el Punto de Cauc

e El Paso de Cauchy pkc produce un suficiente descenso en
el modelo my(-) lo que permite obtener convergencia
global.

e El costo computacional es bajo.

e Por las razones anteriores y teniendo en cuenta que usar
el Paso de Cauchy p{, es equivalente a usar el Método del
Maximo descenso con un tamano de paso particular, sera
posible mejorar la solucion al problema cuadratico con
restricciones original?
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Observaciones

o El Paso de Cauchy p$ no depende fuertemente de la
matriz By.

11/32



Métodos de Region de Confianza
Método Dogleg

Mejorando el Punto de Cau

Observaciones

o El Paso de Cauchy p{’ no depende fuertemente de la
matriz By.

e Una mejor convergencia podria encontrarse si se usa la
matriz By,.

11/32



Métodos de Region de Confianza
Método Dogleg

Mejorando el Punto de Cau

Observaciones

o El Paso de Cauchy p{’ no depende fuertemente de la
matriz By.

e Una mejor convergencia podria encontrarse si se usa la
matriz By,.

¢ Varios algoritmos de Region de Confianza primero
calculan p{' y luego tratan de mejorar la solucion.
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Mejorando el Punto de Cau

Observaciones

¢ Una estrategia simple es calcular el paso completo
pb = —B,QIka siempre que By sea definida positiva
« Sise cumple la restriccion ||p?|| < A, entonces el tamafo
del paso p,, = p?
« En otro caso se puede usar el paso de Cauchy p, = p{ .
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Mejorando el Punto de Cau

Observaciones

¢ Una estrategia simple es calcular el paso completo
pb = —B,QIka siempre que By sea definida positiva
« Sise cumple la restriccion ||p?|| < A, entonces el tamafo
del paso p,, = p?
« En otro caso se puede usar el paso de Cauchy p, = p{ .

e Se puede hacer algo mas? El Método Dogleg!
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Método Dogleg

Idea del Algoritmo

e Se puede usar siempre y cuando la matriz B sea
positiva definida, en otro caso usar el paso de Cauchy
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Método Dogleg

Trayectoria optima p(A)

Cual es el paso 6ptimo al variar la regién de confianza? Si
tomamos A € [0, |p?||] la trayectoria éptima p(A) seria

Trayectoria éptima p(A)
region de confianza

L ~

II ‘\
fX \
1
i ke |
\ s H
\ \ Nl L
s \ Ul S R, =
. \ ’ >e
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Trayectoria Dogleg

Aproximacion de la trayectoria éptima usando el camino Dogleg
Trayectoria 6ptima p(A)

region de confianza

g ~.
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Método Dogleg

Idea del Algoritmo

¢ Minimizar el model cuadratico sin restricciones a lo largo
del gradiente: p{ = aV fj

e Minimizar el model cuadratico sin restricciones si By es
positiva definida: pkB = —B,;1ka, i.e, obtener el paso
completo

o Calcular el tamafo de paso p;, = F(pY, pP),i.e., el
tamano de paso es una funcion que depende del paso
completo y de la direccion de maximo descenso.
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Método Dogleg

Trayectoria Dogleg

e La primera linea del Dogleg va desde el origen hasta p{

« La segunda linea va desde p{ hasta p?, es decir, el
Dogleg, p(7), sigue la siguiente trayectoria

5(r) Y, sin<r<1
T =
g Y+ (r— )PP —pY), sil<T<?
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Método Dogleg

Minimizar el model cuadratico a lo largo del gradiente:

o SipY = aVfy, hallar el tamario de paso « del problema
sin restricciones (Unconstraint)

o = argmingmi(aV fi)

1
me(aV i) = fi+ VIV i+ 50’V By

. _ A
o = T oD v
Vi BV fk
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Método Dogleg

Minimizar el model cuadratico a lo largo del gradiente:

o SipY = aVfy, hallar el tamario de paso « del problema
sin restricciones (Unconstraint)

o = argmingmi(aV fi)

1
me(aV i) = fi+ VIV i+ 50’V By
o _ _ VhV
« — _T—
Vi BrV fi

T¢ g o
Lol —
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Método Dogleg

Luego

U_ _ V'{Vie : B _ -1
« o = gL Viy oY = —B;'Vfi

e El problema consiste en encontrar el paso éptimo que
minimiza el problema cuadratico con restricciones en la
trayectoria Dogleg, es decir, en

5(r) ™Y, sio<r<1
T =
g pU+ (r—)(@F —pY), sil<7<2

e Como p,ﬂ{ y p,f son conocidos, entonces lo que tenemos
que hallar es 7*.
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Método Dogleg

Si B es positiva definida entonces:

e |p(7)|| es una funcion creciente de 7y
e m(p(7)) es una funcion decreciente de .
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Método Dogleg

[i] El caso 7 € [0, 1], entonces p(r) = rpY{, es trivial que
h(t) = 3|B(7)||? es creciente
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Método Dogleg

[i] Consideremos el caso 7 € [1, 2], cambiando variable
t =1 —1, entonces p(t) = pY{ +t(pP? —pY)cont € [0,1]

1 1 1
h(t) = S lIp0)I* = il\pkUllTth(p;?)T(pkB —pj)+ §t2Hp§ —pl|?
Wity = o) (oF —p) + el — pi|I?
> (o) (pr —pR)
gfgk T gggk
———k2E gl (=B lg, + —2Fgy)
gl Byg, k g’ Byg,
ngk T p—1 T T 2
(9 B, "9r9%x Brgy — (91,9x)°) >0

pues ng 9.9+ Brg;,, > (9% g;,)?, por Cauchy-Schwarz, luego

R'(t) > 0y por tanto h(t) es creciente
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Método Dogleg

[ii] Consideremos el caso 7 € [0, 1], entonces p(r) = p{

~ 1._ B
Jr + gfp(T) + §p(T)Tka(T)
p = (@' (M) gr+ @) Bip(t)
(p)" g, + 7(py) Bipy
P g, + (V)T BypY, tomando 7 = 1
T T
9L 9k [ T 9,9k
= |= 99kt 5 —
gl Brg, " gl Byg,,

3.3
STt
T =
[l

IN

IN

gl Brg,] =0

luego m/(p(t)) < 0y por tanto m(p(t)) es decreciente
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Método Dogleg

[ii] Consideremos el caso T € [1, 2], cambiando variable
t=7—1, entonces p(t) = p{ +t(pZ — p) cont € [0,1]

mB(0) = fi+alb(0) + 5o Bib(t)

m'(p(t)) (®'() g + (@' (1)" Brp(t)
= (pf — oY)’ gy + BrpY +tBi(p — pf)]
= (pf — )" (9 + Bip)) + t(pf — i) Bi(pf, — p})
< (p¢ —p{)" (9, + Bip) + (7 — i) Br(pi — pi)
= (pf - p{)"lgx + Bip} + Bi(pf — p})]
= (p —pi)"lgx + Brpi] =0

pues g, + BixpP = 0luego m’(p(t)) < 0y por tanto m(p(t)) es
decreciente
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Método Dogleg

Observaciones

Basados en el Lema anterior se tiene lo siguiente
e La trayectoria p(7) intercepta a la region de confianza,
||| = Ay, en un sélo punto si || pZ|| > A,
* Si|| pB|| < A, entonces el tamafo de paso 6ptimo es
P, = PP, puesto que m(p(7)) decrece a lo largo del
camino Dogleg.
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Método Dogleg

Observaciones

« Enotro caso, ie, si || p?|| > A, hay que hallar el intercepto
entre la trayectoria Dogleg y la region de confianza,
o Si||pY|| > Ay entonces p,, = p¥
« De lo contrario (ie, ||pY || < Ay), se tiene que resolver la
siguiente ecuacion para T

ok + (r = 1) (pF —pQ)I° = A?
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Método Dogleg

A partir de
Ipi + (= D(pF —pi)I? = A°
Tenemos que resolver la ecuacién cuadratica
aX +bA+ec = 0
dondetT=XA+1y
a=|p; —piI% 0 = 200) (0F —pR). c= P | - A?

Finalmente

. ™pY, sio<7*<1
py + (T =1)(py —pp), sil<71"<2
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Caso 1: Dogleg

Si pP esté en el interior de la region de confianza

1
[}
I
1
1
\
\ X+ P ¥ / L )

\ \ / region de confianza

\ \ /

AN \
~ _Vf(xk)\ ;’
DT o

IpPISA. i IpUISA Y P = pl
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Caso 2: Dogleg

Si pP esté fuera de la regién de confianzay 1 < 7% < 2

<1<
Camino Dogleg l=mo=2
__________ Trayectoria 6ptima p(A)

B
X, + P, con [IpB>A

Pl A =pi© = py
P8Il > A

29/32



Métodos de Region de Confianza

Caso 3: Dogleg

Método Dogleg

Si pf estéa fuera de la regién de confianzay 0 < 7* < 1, ie,
IpY | > A

Camino DoglLeg

o<t'<1

Trayectoria optima p(A)

X+ P&, con [pBl>Ay
region de confianza
V(XM

Iplll 28 =pE = TP’
P8Il >Ag

Y 1Pl = A
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Métodos de Region de Confianza
Método Dogleg

1: Given A >0, Ag € (0,A)yn € [0,1)

2: for k=0,1,2,--- do

3: Compute p;, using Dogleg

_ flzx)—f(=zpt+py)

4:  Compute p = mk(O)—mk(pS

5. if pp > nthen

6 Tp+1 = Tk + P

7:  else

8: T4l = Tk

9: endif A
10:  Compute Ayy1 using (pk, Pr, Dk, Pk, D).
11: end for
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