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Métodos de Region de Confianza

Métodos de Region de Confianza: (Trust region methods)

Los métodos de region de confianza (MRC), son otra familia de estrategias para
optimizacion. Similar a los métodos de bisqueda en linea, sirven para generar los pasos
Xk. Se basan en un modelo que aproxima la funcion objetivo f, cominmente una funcion
cuadratica.

Los métodos de region de confianza, en cada iteracion, definen una region en la cual se
confia que el modelo se ajusta bien a la funcion, a esta region se le denomina region de
confianza.

Idea: Si se encuentra un modelo adecuado de la funcion objetivo dentro de la region de
confianza, entonces la region se expande; por el contrario, si la aproximacion es mala, la
region se contrae, hasta hallar un modelo apropiado de f.

La funcion modelo es “confiable” s6lo dentro de la region donde proporciona una
aproximacion razonable.
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Métodos de Region de Confianza

Los métodos de la region de confianza son, en cierto sentido, duales a los métodos de
bisqueda de linea:
* los métodos de la region de confianza primero eligen un tamano de paso oy y luego
una direccion de paso dp,
* mientras que los métodos de biisqueda de linea primero eligen una direccion de
paso y luego el tamano de paso.

La idea general detras de los métodos de region de confianza se conoce por muchos
nombres
® El primer uso del término aparece con SORENSEN, “Newton’s Method with a Model
Trust Region Modification”. SIAM J. Numer. Anal. 19 (2): 409—426 (1982).
® FLETCHER (1980) llama a estos algoritmos métodos de pasos restringidos en
“Restricted Step Methods”. Practical Methods of Optimization (2a ed.). Wiley.
® GOLDFELD, QUANDT y TROTTER (1966) se refieren a él como escalada cuadratica
(quaderatic hill-climbing).
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Métodos de Region de Confianza

regién de confianza dwgccmn (?Ie -Newton
S (sin restricciones) =~ k+1

e i e
o [ e I

contornos de m,

_____

paso en la regién
de confianza, x;.,

. : X, «
(con restricciones) X gptimo

contornos de f
Comparacion de pasos calculados usando region de confianza y método de Newton.
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Métodos de Region de Confianza

LINE SEARCH METHOD TRUST REGION METHOD
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Métodos de Region de Confianza

® El paso se calcula como un minimizador aproximado de un modelo, m(d), restricto
a una region de confianza Ry.

® La direccion de descenso y el tamafno de paso se calculan al mismo tiempo,
diferente a los métodos de bisqueda en linea que primero se buscan una direccion
de descenso y luego el tamano de paso.

Xpi1 = Xp + apdp.
® Si el paso obtenido usando el método de region de confianza no produce un
progreso en la minimizacion, entonces el paso no es aceptado.

Lo anterior es un indicativo de que el modelo no se ajusto bien a la funcion en la
region de confianza y entonces se reduce el tamano o radio de la region y se
recalcula el paso usando la nueva region de confianza.
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Métodos de Region de Confianza

Observaciones:

® Sila region de confianza es muy pequena, entonces el tamano de paso sera muy
pequeno, y por tanto, podriamos acercarnos lentamente al 6ptimo local y el costo
computacional (nimero de iteraciones) podria aumentar considerablemente.

*® Sila region de confianza es muy grande, entonces el paso podria conducir a un
punto que este muy alejado del optimo de la funcion. Por lo tanto, habria que
reducir la region de confianza muchas veces antes de obtener un tamano de paso
adecuado. Y esto atentaria también en contra el costo computacional.

Ingredientes para los algoritmos de region de confianza:
- Un modelo m(d),
- Radio o tamano de la region de confianza A,
- Una medida para evaluar el ajuste del modelo en la region de confianza.
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Métodos de Region de Confianza

Considere f : R" — R una funcion de clase C%. Sea {x,} C R" una secuencia de

aproximaciones al minimo de f
X* = argmin f(x),

y sead € R" una direccion (de descenso) en x,.

Asumimos un modelo cuadratico m, : R" — R que aproxima a f con base en la serie de

Taylor
F( +d) = f(%) + V()" d + 1d"D*f (%, + td)d,
dondet € (0,1).
Usando una aproximacion B, del hessiano D?f(x; + td), el modelo my, se define como
me(d) = f(Xe) + V f(xe)" d + 3d"Bd, (1)

con By simétrica.

La diferencia entre f(x, + d) y my(d) es de orden O(||d|[?). Cuando B, = D?*f(xy) es el
hessiano eacto, la diferencia es de orden O(||d|]3).
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Métodos de Region de Confianza

® El caso By = D?*f(x;) da origen al método de region de confianza de Newton.

® En el caso de métodos de region de confianza en general, solo se asume que By, es
simétrica y uniformemente limitada (3M > o con ||Bi|| < M, VR).

Para obtener el paso X, los métodos de region de confianza resuelven el problema de
optimizacion restricta

min me(d) = mdinf(Xk) + Vf(xe)'d+ 1d"Bed, sujetoa [|d|| < Ay, (2)

donde A, > 0 es el radio de la region de confianza. Observe que la restriccion puede
escribirse como d’d < A2, asi, el método requiere resolver un problema donde la
funcion objetivo y la restriccion son cuadraticos.

Cuando By, es positiva definida y ||B,V f(Xg)|| < Ap, la solucion de (2) es simplemente el

minimo sin restriccion: _
dy, = argming mg(d) = —B, V f(X). (3)
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Métodos de Region de Confianza

La solucion en (3) se llama la solucion de paso completo (full-step).

En cualquier otro caso, la solucion del problema
dy, = argming f(Xg) + Vf(x¢)"d + 2d"Bd, sujeto a ||d|| < Ay, (4)

puede ser muy dificil.

En la practica, no se necesita resolver completamente el problema anterior y, por lo
general, una solucion aproximada al problema anterior es suficiente.
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Calidad del Modelo

Un elemento importante en los métodos de region de confianza es la forma de calcular
el radio de la region A en cada iteracion.

Hacemos esta eleccion con base en el acuerdo entre la funcion del modelo m,, y la
funcion objetivo f, en la iteracion previa. Para ello, definimos la siguiente medida del

ajuste ~ F(%e) — F(xe + d) )
me(0) — me(dg)
El numerador en (5) se llama la reduccion real, el denominador es la reduccion predicha.

Cuando d;, se obtiene minimizando el modelo m, sobre una region que incluye al cero
d = 0, se tiene que m,(0) — m(dy) > O.
® Asi, si pr < O, se tiene f(X, + di) > f(x¢), y el paso debe rechazarse.
® Por otro lado, si p, ~ 1, hay un buen acuerdo ente el modelo my, y la funcion f, de
modo que es seguro expandir la region de confianza en la proxima iteracion.
® Sio < pr <1, no se modifica el radio en la proxima iteracion, i.e., Ag , = Ap.
® Sip,~00p,<o0,laregion de confianza se reduce Ay .

UNIVERSIDAD
DEL VALLE
DE GUATEMALA

Region de Confianza | Alan Reyes-Figueroa Page 10 UVG




Métodos de Region de Confianza

Algoritmo: (Region de Confianza)
Inputs: f : R" — R de clase €%, m : R" — R modelo aproximadose, X, € R", A > o radio
maximo, A, € (0, A) radio inicial, 5 € [o, 2) parametro de control.
Fork=0,1,2,...:
Obtain descent direction d, by approximately solving (4), and compute py,
If (pk < %) :
Compute Apyq = ; Ag,
Else:
If (pk > %) and (Hdk’H == Ak)Z
Dpiq = min{24,, A,
Else:
IAVIRIE AV
If (pr > 1) Xpsq = Xg + dp,
Else: Xpiq = Xy,
Return Xp4.

UNIVERSIDAD
DEL VALLE
DE GUATEMALA

Region de Confianza | Alan Reyes-Figueroa Page 11 UVG




Métodos de Region de Confianza

Algoritmo 2: (Region de Confianza)
Inputs: f : R" — R de clase €2, m : R" — R modelo aproximadose, X, € R", A > o radio
maximo, Ag € (0,3) radio inicial, 1y, 1., 7,7, € [0,1), n € [0, 7] parametros de control.
Fork=0,1,2,...
Obtain descent direction d by approximately solving (4), and compute py,
If (pr <) :
Compute Agpyq =1 Ap,
Else:
If (pk > 772) and (||dk||f: Ak)l
ADpiq = min{ipAg, A,
Else:# Si pp € [m,m] 0 [|del| < A
Dpyq = Ap.
If (pr > 1) Xpyq = Xg + dp,
Else: Xpiq = X,
Return Xp4.
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Métodos de Region de Confianza

o~

Parametros por defecto: 1y = 7,10 = 2,71 = 5, 7 = 2.

S

Comentarios sobre el algoritmo:
® Seincrementa el radio de la region de confianza solamente, si concuerda el modelo
con la funcion, i.e., pr > 2,y si al mismo tiempo py, alcanza el borde de la region de
confianza, i.e., ||pk|| = Ag-

® Si el paso esta en el interior de la region de confianza, entonces se concluye que el
radio de la region de confianza no interfiere con el progreso del algoritmo y por
tanto se deja el radio sin modificar.

® Elradio solo se reduce, si la funcion incrementa su valor, o si el modelo y la funcion
no concuerdan bien, i.e.,, pr < 7.
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Métodos de Region de Confianza

:Que falta para completar el algoritmo?

;Como calcular del Paso?
Para hallar el paso, se resuelve el siguiente problema de optimimizacion con
restricciones (4):

dy, = argming f(Xk) + V(%) d + 2d"Bed, sujetoa ||d|| < Ay,

Aqui, A, es el radio de la region de confianza. Como se comento anteriormente, la
solucion del problema anterior puede ser muy compleja.

Lema
Seam : R" — R la funcién cuadratica definida por m(d) = g'd + 2d"Bd, con B simétrica.
Valen las siguientes:

i) m posee un minimo < B es positiva semi-definida y g € Im B.
Si B = 0o, todo d que satisface Bd = —g es un minimo global de m.

ii) m posee un dnico minimo local < B es positiva definida.
Region de Confianza | Alan Reyes-Figueroa Page 14 UVG
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Métodos de Region de Confianza

Prueba: (i) («) Como g € Im B, existe d € R" tal que Bd = —g. Luego, Yw € R" vale
md+w) = g'(d+w)+ 2(d+w)B(d+ w)

(g'd + 2d"Bd) + (g'w + (Bd)'w + lw'Bw)

m(d) + (g'w — g'w + Jw'Bw) = m(d) + lw'Bw

= m(d),

pues B = 0. De ahi que d es un minimo global de m.

(=) Sead € R" un minimo de m. Entonces, Vm(d) = g + Bd = 0 Bd = —g. Asi que
g € Im B. Ademas, D’m(d) = B = 0 es positiva semi-definida. La segunda afirmacion es
consecuencia de las condiciones de optimalidad.

(i) («<) Para todo w € R", el mismo argumento usado en (i) implica que
m(d + w) = m(d) + lw'Bw > m(d),
pues B = 0, siempre que w # 0. Asi, d es el (inico minimo de m.
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Métodos de Region de Confianza

(=) Sabemos que Vm(d) = g + Bd = 0 = Bp = —g. Si B no fuese positiva definida,
existe w # o tal que 2w"Bw < o (mas concretamente, 2w"Bw = o. De ahi que

m(d +w) = m(d) + 2w'Bw = m(d),
——
=0
y el minimo no seria anico. Portanto, B > 0.
Un primer paso para caracterizar las soluciones del problema (4)
dy, = argming f(Xe) + V(%) d + 2d"Bed, sujeto a ||d|| < Ay,

esta dado por el siguiente resultado de MORE y SORENSEN.

Teorema (Caracterizacion de soluciones para Region de

Confianza)
El vector d* € R" es una solucion global del problema (4) <= d* es factible y existe
A > otal que
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Métodos de Region de Confianza

(B+ANd" = —g, (VaL =0)
A(A? —||d*|[’) = o, (condicion de complementariedad) (6)
B+A > o
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