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Métodos de Richardson

Recordemos los métodos iterativos para resolver sistemas lineales. En el Aula 06,
mencionamos que una técnica general para disenar métodos iterativos lineales se basa
en una descomposicion aditiva de A, en laforma A = P — N, con P no singular. P se llama
matriz de preacondicionamiento o precondicionador.

Dado x(® € R", se puede calcular la secuencia de iterados {x(®},, como
Px(+1) = Nx(R) 4 b, k > 0. La ecuacidn anterior puede escribirse puede escribirse en

la forma x(k+1) — x(®) | p=1p(k) k> o. (1)

donde r®) = b — Ax(®) es el vector residual en el paso k.
Definicion
Un método de RICHARDSON, es cualquier método de la forma
xE) —x®) o, PR R >0, (2)

donde oy, € R, es llamado el parametro de aceleracion.
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Métodos de Richardson

Implementar un método de RICHARDSON, involucra los siguientes pasos:
* Calcular z® = p—1r(®,
® Calcular el parametro de aceleracion .

Calcular x(t+1) = x(®) 4 ¢ z(R),

e Calcular el residuo rtft") = b — Ax(k+1) = ¢(R) — ¢, Az(R),

Si P = I se dice que el método esta no precondicionado.

Ejemplos:
® El método de JacoBl se obtiene con ay =1y P = D.
® El método de SEIDEL se obtiene con o, =1y P =D — L.

Consideremos la iteracion de RICHARDSON no precondicionada (2)

X&) = x0) o p® = x® _ (b — ax®), k> o0.
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Métodos de Richardson

que se puede reescribir como
xEH) = (1 = aAX® + ab, 3)

En este caso, la matriz de iteracion es T, = | — aA, y ¢, = ab. Si los autovalores de A son
M > A > ... > Ay, entonces los autovalores p; = 1 — a\; de T, satisfacen

T—aM = < < ... <up=1—ak.

Observaciones:
® Si )\, <0VY A\ >0, el método diverge.
® Si los autovalores de A son todos positivos, se ha de cumplir que
tn=1—al; <1, y w=1—al\ > —1.

En particular, —1 < X\; <1, Vi, y p(I — aA) < 1. Ademas, 0 < a < A%

® Elvalor de 6ptimo para « es
2

Qopt = m

UNIVERSIDAD
DEL VALLE
DE GUATEMALA

Métodos de Krylov | Alan Reyes-Figueroa Page 3 UVG




Precondicionadores

Dado un método iterativo Xk — T 4 ¢

éste puede verse como una técnica para resolver el sistema (I — T)x = c.
Comparando con la iteracion
xk+) = p=INx(R) 4 p=p,

setieneque !/ —T =P 'N,asiT=1—-P'N =P '(P— N)= P 'A. Asi, el método iterativo
se puede ver como una técnica para resolver el sistema precondicionado

P~'Ax = P~ 'b.

Ejemplos:
® JacoBl, P =D.
® SEIDEL,P=D — L.
® SOR,P = 1(D—wl).

a
w
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Precondicionadores

Estos precondicionadores son de la forma P~" = f(A). Un caso mas sofisticado son los
precondicionadores de NEWMAN. En éstos, se asume que la matriz A se escribe como

A=D-C=(I—CD)D,

con lo que A =D (I — D) =D""(I+CD" + (D)2 +...).

Se obtienen los precondicionadores de NEUMAN truncando la serie. Este método
funciona si p(CD™") < 1.
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Métodos de Krylov

Recordemos que en el método de Richardson (no precondicionado, esto es o =1, P = ),
podemos escribir la secuencia de iterados como
x(k‘H) — x(k) + r(k)’ R > 0. (l;)

Como r® = b — Ax(®), entonces tenemos
k) — b — AxFE) = b — A" 4 r0) = (b — AXR)) — ArR) = B) — A0 — (] — AYF(0).

En particular, podemos escribir

r) = (1= A=) = (1 — A2 = (1 — APrE3) = = (1 - AR, k>o0.
De alli que
xE+0) — x(® gk (k=) | k1) o pR) _ y(k=2) 4 plk=2) 4 k=) | plk)

k k
x©@ 43 = x4 31— A)'r©).
i=o0 i=0
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Métodos de Krylov

Vimos que el método de Richardson construye la secuencia de iterados

k
xBt) = x(@) 4 Z(I —A)r©), k> o. (5)

De alli, x(**"), pertenece al espacio generado (x(®), r(®) Ar(©) A2r(©) .  ARr(©)),

Similarmente, para los residuos se tiene
kR
rE) = b — Ax(© + A (1 - A)'r() = ¢© AZI—A)’ R > o0, (6)
i=o0
de modo que rF+7), pertenece al espacio generado (r(©), Ar(®) A2¢(©) = AR+1(0)),

Estos espacios de la forma (v,Av,A%v, ..., Afv) son de mucha importancia en el algebra
lineal numeérica.
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Métodos de Krylov

Definicion
El espacio (r®) Ar(©® A2r(©) .  Ak=1¢(9)) se [lama subespacio de KRyLOV de dimension R,
correspondiente a la matriz A y al residuo inicial r(©).

Kr(A, r©) = (r© Ar(©) a2¢©@)  Ak=¢(0)y,
Pregunta: ;Se puede usar la informacion contenida en K (A, r(®©)) de forma mas eficiente
que con el método de Richardson?
Si consideramos x() = x(©) 4+ S2F1,r(), entonces x(®) pertenece al espacio
Wi = {v=x© +y: ye KA r)} =xO 4 Ky(A,r®).

Se pueden plantear métodos de la forma
X =X + g _,(A)F),

donde qgi_, es un polinomio de grado k — 1 que se aplica sobre la matriz A, y se
selecciona de forma que x(®) sea la mejor aproximacion de x en el espacio W,.
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Métodos de Krylov

Ejemplo: Método de descenso mas rapido (steepest descent)

Por ejemplo, el método de descenso mas rapido para
optimizacion, se basa en iteraciones de la forma

XEE) (0 g pl)
rk+) = p— AxFH) = ) _ o Ar(®),

Para este método x(®) € W,.
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Métodos de Krylov

Los métodos de proyeccion de un paso se basan en una combinacion optima de los dos
daltimos vectores base del subespacio de KRryLov.

¢Es posible contruir una combinacion lineal optima de todos los vectores base del
subespacio de KrRyLOV?
La respuesta en dos pasos:

1. Primero veremos como construir una base adecuada para K (A, r©),

2. Después veremos como construir una aproximacion 6ptima como una combinacion
lineal de los vectores base (al menos para matrices simétricas).

La base mas simple para el subespacio de KRyLov Kx(A, r©) es la base:
r© Ar(®) A2r© . AR=1r(9), Sin embargo, esta base es mal condicionada ya que AF—"r(©)
apunta cada vez mas en la direccion del autovector dominante de A.

Una base estable y ortogonal se puede construir usando el método de ARNOLDI.
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Métodos de Krylov

Algoritmo: (Iteracion de ARNOLDI).

Inputs: A € R™",

Outputs: Q € R"*", ortogonal con una base {q;} ortonormal de K,(A, q,) como
columnas, H € R"™*" en la forma de Hessemberg.

Initialize H = o0, choose q, € R" con ||q]]>, = 1.

Fork=1,2,...,n:
Vv = Aqg.
Fori=1,2,....k
Hir = V'q,

V =V — H;,q;, (ortogonalizacion)
Heta ke = V]2,
If (Heyqrk = 0): stop. (Subespacio invariante).

Qi1 = V/Hesa ke
Return Q, H.

Los vectores {qy, . ..,qn} son llamados los vectores de Arnoldi de A.
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Métodos de Krylov

El método de ARNOLDI se puede resumir en el siguiente proceso. En cada paso, se
construye una matriz H, en la forma de Hessemberg

h11 “e e h1k
H = har : )
her—1  hie
y una matriz ortogonal Q. = (@1 @2 ... qg), de forma que

AQr, = QgHy, + hpy1 pqref,
donde e, es el k-ésimo vector de la base candnica de R*.

En el caso en que A es simétrica, de acuerdo a la iteracion de ARNOLDI, Q;AQj, = H.
En este caso, A simétrica implica que
HI = (QLAQy)" = Q}AQy = Hg,

asi que Hy, es simétrica y Hessenberg superior. Luego, H, es tridiagonal.
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Métodos de Krylov

Asi hi o

Hk — h21 h22

hk,k—1
her— Dk

Con ay = hgk Y Bk = hi ki, €l método de Arnoldi se simplifica en el método de LANCZOS.
Con el método de LANCZzOs es posible calcular un nuevo vector base ortogonal utilizando
solo los dos vectores base previos. En este caso,

a, B

Hk — ﬂ2 (6%
’ Br

Br o
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Métodos de Krylov

Algoritmo: (Iteracion de LANCZOS)

Inputs: A € R"™" simétrica.

Outputs: Q € R"*", ortogonal con una base {q;} ortonormal de K,(A, q,) como
columnas, H € R"™" tridiagonal.

Initialize H = o, choose q, € R" con ||qq]]> = 1.

v, = Aqs,

=V Qs,

Vi =V, — Qs

Fori=2,3,...,k:
/Bi = Hvi71||21

If (8 #0): qj = qi_. /6.
Else: Choose another q; € (qy,...,q;_,)*" with ||q;|| = 1.

v; = Aq;,

a; = v{qj,

V; = V; — o;q; — 53iqi_-, (ortogonalizacion).
Return Q, H.
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Calculo de Autovalores

El método de ARNOLDI y el método de LANCZOS se propusieron originalmente como
métodos iterativos para calcular autovalores de la matriz A.

Como Hi = Q[AQg, para k =1,2,...,n, tenemos que
Hn = Q;Aon,

es similar a A, y portanto posee los mismos autovalores. Los autovalores de H;, se
[laman los valores de RITz de A.

Como H, esta en la forma de Hessemberg, sus autovalores pueden calcularse de manera
eficiente, por ejemplo aplicando el algoritmo QR.

Obs! En la practica, los autovalores de Ritz convergen a los autovalores de A. Por lo
general, los autovalores de Ritz convergen primero a los autovalores dominantes de A.
Para obtener los autovalores menores de A, se puede usar la inversa A~" en su lugar, o
alguna técnica de shift.

Este es un ejemplo del método Rayleigh-Ritz.
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Métodos de Krylov
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Iteracion 122 del método de ARNOLDI par una matriz aleatoria A.

UNIVERSIDAD
DEL VALLE
DE GUATEMALA

Métodos de Krylov | Alan Reyes-Figueroa Page 16 UVG




	Métodos de Richardson
	Precondicionadores
	Métodos de Krylov
	Cálculo de Autovalores

