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Condicionamiento

En abstracto, un problema numérico es una funcion f : X — Y entre
espacios normados. (X = espacio de datos, Y = espacio de soluciones). f
es generalmente no lineal, pero la mayoria de las veces es continua.

Nos interesa el comportamiento de un problema f en un punto de datos
particular x € X La combinacion de un problema f con datos prescritos x
es llamada una instancia del problema.

Definicion

Un problema (instancia) bien condicionado es un problema con la
propiedad de que toda pequena perturbacion de x conduce sélo a
pequenos cambios en f(x). Un problema mal condicionado es un
problema con la propiedad de que una pequena perturbacion de x
conduce a un gran cambio en f(X).
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Condicionamiento

Definicion
Sea 5x una pequena perturbacion de x y sea 5f = f(x + 6x) — f(x). El nimero de
condicion absoluta % = %(x) del problema f en x se define como

. . 12l
k(X) = lim sup ——-. (1)
() 5H0|\5x|\p<5 IR

Generalmente escribiremos (1) como

RK(X) = sup M (2)

oX H(SXH

en el entendido de que éx y 5f son infinitesimales.

Si f es diferenciable, podemos evaluar el nimero de condicion por medio de la derivada
de f. La definicion de la derivada nos da, en primer orden, df ~ Df(x) éx, (igualdad en el
limite ||6x|| — 0). Asi, el nimero de condicion absoluta se convierte en %(x) = ||Df(x)||.
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Condicionamiento

Definicion
Sea 5x una pequena perturbacion de x y sea 5f = f(x + 6x) — f(x). El nimero de
condicion relativa x = x(x) del problema f en x se define como

w0 s (L AIBKIY il
0) = Jim, sep oo/ o) = i, S epoiT @)

0 asumiendo nuevamente que 6x y 6f son infinitesimales

[0 1] 11|
[IFOOII{ox]| ()

K(X) = sup

[IDf ()]
[F GO/ 1]

Con estas definiciones, ya podemos decir que un problema es bien condicionado si x es
pequefio (e.g., 1,10, 102), o mal condicionado si « es grande (e.g., 10°,10").

Si f es diferenciable, esta cantidad se expresa como (xX) =
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Condicionamiento

Ejemplo: Considere el problema de calcular v/x, para x > o. El jacobiano de f : x — v/
es la derivada Df (x) = f'(x) = 217;(, por lo que tenemos

w0 — IDFOIL_/2vx
TN/~ Vo — 2

de modo que este es un problema bien condicionado.

Ejemplo: Considere ahora el problema de obtener el escalar f(x) = x, — x, del vector
X = (X1,X%;)" € R2. Para simplificar, usamos la norma oo en el espacio de datos R2. El
jacobiano de f es
Dfx)=(1 —1) = [IDf(X)|lec = 2.
Entonces, el nimero de condicion es
w0 — IDFOOI 2 max{lxl Jal}
[F OO/ 11| X1 = Xe|

Esta cantidad es grande si |[x, — X,| ~ 0 =, el problema mal condicionado si x; ~ X,.
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Condicionamiento

Otros problemas mal condicionados:
e Calcular las raices de un polinomio.
e Resolver un sistema de ecuaciones lineales.
* Hallar los autovalores de una matriz no simétrica.

Ejemplo:
El problema de calcular los autovalores de una matriz no simétrica, es a
menudo mal acondicionado. Consideremos las matrices

_ (1 1000 ;o 1 1000
A(o 1) y A(o.om 1)‘

Los autovalores de A son A = 1 con multiplicidad 2. Los autovalores de A’
son A\ =0y .\, =2.
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Condicionamiento

Se puede mostrar que si A es una matriz simétrica (o una matriz normal),
entonces sus autovalores estan bien condicionados.

Por otro lado, se puede demostrar que si Ay X\ + d) son los
correspondientes autovalores de Ay A + A, entonces |0\ < ||0A]|,, con
igualdad si A es un miltiplo de la matriz identidad (ejercicio 26.3).

Por lo tanto, el nimero de condicion absoluta del problema de valores
propios simétricos es s = 1, si se miden las perturbaciones en la norma 2,
y el nimero de condicion relativa es x = [|A|]/|Al.
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Condicionamiento

Condicion del producto matriz-vector:

Sea A € C™*"y considere el problema de calcular Ax para un vector x € R". Vamos a
determinar un nimero de condicion correspondiente a perturbaciones de x pero no de
A. Sea || - || una norma vectorial arbitraria, y su respectiva norma matricial inducida.
Trabajando directamente con la definicion de &, entonces

AWl 1A
ot /)

[|A(X + 0x) Ax||/||5x||>

K(X) = sup ( sup
ox [|AX]| [IxI]

ox

Esto es

<00 = Al g )

Suponga en el calculo anterior que A es una matriz cuadrada y no singular. Entonces
podemos usar el hecho de que ||x||/||Ax|| < ||A~"|| en (5) para hallar una cota para «:

k(%) < [JA[IAT]. (6)
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Condicionamiento

o escribir

<0 = a Al AL - cona = 2 /A~ )
Para ciertas elecciones de x, se tiene o = 1y, en consecuencia, x = ||A|| [|A™"||. Por
ejemplo, si || - || =] - ||, esto ocurrira siempre que x sea multiplo del minimo vector
singular derecho de A.
De hecho, A no tiene por qué ser cuadrada. Si A ¢ C™*" con m > n, es de rango
completo, las ecuaciones (6) y (7) se mantienen con A~" reemplazada por la
pseudoinversa A™.

;Qué pasa con el problema inverso: dada A, calcular A="b a partir de la entrada b? Es
idéntico al problema que acabamos de considerar, excepto que A se reemplaza por A=".
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Condicionamiento

o escribir

<0 = a Al AL - cona = 2 /A~ )
Para ciertas elecciones de x, se tiene o = 1y, en consecuencia, x = ||A|| [|A™"||. Por
ejemplo, si || - || =] - ||, esto ocurrira siempre que x sea multiplo del minimo vector
singular derecho de A.
De hecho, A no tiene por qué ser cuadrada. Si A ¢ C™*" con m > n, es de rango
completo, las ecuaciones (6) y (7) se mantienen con A~" reemplazada por la
pseudoinversa A™.

;Qué pasa con el problema inverso: dada A, calcular A="b a partir de la entrada b? Es
idéntico al problema que acabamos de considerar, excepto que A se reemplaza por A=".

Resumimos esto en el siguiente resultado.
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Condicionamiento

Teorema
Sea A € C"*" no singular y considere la ecuacion Ax = b. El problema de calcular b,
dado x, tiene nimero de condicion

n(x)—||A|H",;'|'| < llAIlA™]) (8)

con respecto a las perturbaciones de x.
El problema de calcular x, dado b, tiene niimero de condicién
[Ib]]

r(b) = IIA_1IIW < [IA[[ 1A, (9)

con respecto a las perturbaciones de b.

Si||-|] =] - ||, entonces la igualdad se mantiene en (8) si x es un miltiplo del minimo
vector singular derecho de A, y la igualdad se cumple en (9) si b es un maltiplo del mayor
vector singular izquierdo de A.
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Numero de Condicion

Definicion

El producto x(A) = ||A|| ||A~"|| se llama el niimero de condicion de la matriz
A.

Cuando x(A) es pequeno, se dice que A esta bien condicionada; si (A) es
grande, decimos que A esta mal condicionada.

En el caso en que A es singular, escribimos r(A) = cc.

En el caso de la 2-norma || - |[[ = || - [|,, entonces [|A|| = o,y [[A7Y]| = -
Entonces o
K(A) = —. (10)
Om

en la 2-norma. La relacion o,/op, puede interpretarse como la
excentricidad de la hiperelipse que es la imagen de la esfera unitaria de
S' C R" bajo A.

Condicionamiento y Estabilidad | Alan Reyes-Figueroa Page 10 UVG

UNIVERSIDAD
DEL VALLE
DE GUATEMALA




Numero de Condicion

Para una matriz rectangular A ¢ R™<" m > n, de rango completo, el nimero de
condicion se define en términos de la pseudoinversa: x(A) = ||A||||AT]|. Como AT esta
motivado por problemas de minimos cuadrados, esta definicion es mas atil en el caso
[|-1l =1] |2, donde tenemos

09
A) = —. 1
KA = ()
Pregunta: En el teorema anterior, fijamos Ay perturbamos los vectores x o b. ;Qué
ocurre si ahora perturbamos A?

Dejamos fijo b y consideramos el comportamiento del problema A — x = A~"b, cuando
A se perturba por un infinitesimal 6A. Entonces x debe cambiar por un infinitesimal X,
donde

(A+0A)(x + 6x) = b.

Usando la igualdad Ax = by eliminando el término doblemente infinitesimal (6A)(dx),
obtenemos (§A)x + A(6x) = 0, es decir, 6x = —A~"(JA)X.
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Numero de Condicion

Esta ecuacion implica que ||ox|| < [|A7"|]|6A]| ||x||, o equivalentemente
[|ox]| /[|0A]
[Ix[[ 7 [|A]l

La igualdad en esta cota se cumple siempre que JA sea tal que
AT (0A)X|| = [IA~"]] [|0A]T][x]l,

y se puede demostrar mediante el uso de normas duales (ejercicio 3.6) que para
cualquier Ay cualquier norma || - ||, tales perturbaciones ¢A existen. Esto nos lleva a lo

siguiente resultado.

< [IATM[ 1Al = (A).

Teorema
Sea b € R" fijo y considere el problema de calcular x = A~'b, donde A es cuadrada y no

singular. El nimero de condicion de este problema con respecto a las perturbaciones en

Aes
k= [[ATY[|Al] = &(A).
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Punto Flotante

IEEE 754 (estandar):

Representacion puntual de R. En un sistema de punto flotante, las
brechas entre los nimeros representados adyacentes escalan en
proporcion a la magnitud de los nimeros.

Tenemos base= 3 = 2, precision = t (t = 24 precision simple, t = 53
precision doble).

La representacion de un nimero es de la forma
x=(2)5"

donde m es un nimero entero enelrango ' < m< 3t —1,yeesun

entero arbitario. La cantidad % se conoce entonces como la mantisa,

mientras que e es el exponente.
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Punto Flotante

La resolucion de la maquina se resume tradicionalmente en un nimero
conocido como el épsilon de maquina

€maq = %ﬁ1_t- (12)

Este nimero es la mitad de la distancia entre 1y el siguiente nimero de
punto flotante representable. En un sentido relativo, este es tan grande
como los espacios entre los numeros de punto flotante. Es decir, emqq
tiene la siguiente propiedad:

Vx € R, existe x’ representable, tal que [x — X'| < emaqlX|. (13)

Denotamos por fl : R — F la funcion que da la aproximacion mas cercana
de punto flotante a un nimero real. Esto es, fl(x) es el equivalente a x
redondeado en el sistema de punto flotante.
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Punto Flotante

La desigualdad (13) se expresa en términos de fl como
Vx € R, existe € conle| < emqq tal que fl(x) = x(1+ ¢). (14)

Es decir, la diferencia entre un nimero real y su punto flotante mas cercano, siempre
Menor que emqq (€n términos relativos).

Operaciones de punto flotante: Denotamos las operaciones +, —,-y +
porx@y=flx+y)xoy=fx-y),xoy=Ax-y),xoy=f(x/y)

Teorema (Axioma fundamental aritmética de punto flotante)
Para todo x,y € F, existe £ con |¢| < emqq tal que
xOy=(x-y)(1+e). (15)

Asi, cada operacion aritmética en punto flotante es exacta, hasta un error relativo
maximo del tamano de emqq-
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Estabilidad

Hemos definido un problema matematico como una funcion f : X — Y desde un espacio
vectorial X de datos a un espacio vectorial Y de soluciones.
Un algoritmo puede verse como otro mapaf: X — Y.

Mas precisamente, sea f es un problema, y dado un computador cuyo sistema de punto
flotante satisface (15), un algoritmo para f (en el sentido amplio del término), y una
implementacion de este algoritmo en forma de programa informatico. Dado un dato

X € X, estos datos se redondean y se alimentan como entrada en el algoritmos f. Al
correr el programa, el resultado es una coleccion de nameros de punto flotante que
pertenecen al espacio vectorial Y. Denotamos este resultado por f(x).

En el minimo caso, f(x) se vera afectado por errores de redondeo (pero existen otros
posibles problemas que pueden afectar f(x)).

Asi como f es el analogo calculado de f, otras cantidades calculadas se marcaran por
tildes. Por ejemplo, la solucion calculada del sistema Ax = b se denotara por X.
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Estabilidad

Tipicamente, f no es continua, pero aiin asi un buen algoritmo debe aproximarse al
problema asociado f. Consideramos el error absoluto de un calculo, ||f (x) — f(x)]/, 0 el
error relativo, W

Definicion )
Decimos que un algoritmo f para un problema f es preciso si para cada x c X,
1F(x) — F)ll
oo Omed)

Sin embargo, si el problema f esta mal condicionado, el objetivo de precision definido
por (16) es muy ambicioso. En ese caso, es mejor dar una definicion alternativa para la
exactitud de un algoritmo.
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Estabilidad

Definicion
Un algoritmo f para un problema f es estable si para cada x € X,
If (%) — FR)|
P = O(Emag),s (17)
UL

% [IX—x|| _
para alguna X con R = O(emagq)-
Muchos algoritmos de algebra lineal numérica satisfacen una condicion que es a la vez

mas fuerte y simple que la estabilidad.

Definicion )
Decimos que un algoritmo f para un problema f es estable hacia atras (backward stable)
si para cada x € X,

||X—x

f(x) =f(%), para algiin X con IIiIIH = O(emaq)- (18)
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Estabilidad

Obs! En cualquier aritmética de maquinas, el nimero emqq €s una
cantidad fija. Al hablar del limite £yqq — O estamos considerando una
idealizacion de un computador. Las ecuaciones (16)-(18) hablan de la
rapidez con la que la solucion calculada del algoritmo f tiende a la
solucion del problema f, a medida que la precision de la maquina se
mejora (de forma hipotética).
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