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Teorema (Optimalidad del clasificador Bayesiano)

Dada la informacion (X,Y) ~ Pxy, seay la asignacién del clasificador

Bayesiano 6ptimo, y sea y cualquier otro clasificador. Entonces
Py(error | x) < Py(error | X), Vy:S— Q.

p(xlompP(w;)

/ ~reducible
error

4 x
<R ‘ X, X* :

R,
Jp(x\w:)P(mz!dx / \ Jp(x\wJ)P(mlﬁdx
* @,

El clasificador Bayesiano minimiza la probabilidad de cometer un error.
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Clasificador bayesiano optimo

Si denotamos con L* el error (promedio) del clasificador Bayesiano 6ptimo, y y, es un
clasificador basado en un conjunto finito de datos {(x;,y;)}"_,, con L(Vn) = E(L(Y;¥a(X)),
se pueden demostrar las siguientes:

Propiedad

Siyn es el clasificador 1-NN, entonces

L* < lim EL(n) < 2L*.

n— oo

En general, Siy, es el clasificador 1-NN para M > 1 clases, entonces

~ M
L* < lim EL < —10"
= Iim (yn) — M—1

n—o0o
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Clasificador bayesiano optimo

Propiedad
Sin,k — oo son tales que % — 0y yn es el clasificador R-NN, entonces
lim EL(y,) = L*.

n,kR—oo

® Las demostraciones de las propiedades anteriores se pueden ver en L. Devroye, L.
Gyorfi, G. Lugosi (1996). A Probabilistic Theory of Pattern Recognition.
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Clasificador bayesiano ingenuo

Recordemos que en el clasificador Bayesiano 6ptimo

(Mo — Aoo)P(Y = 0)
(o1 — A)P(Y = 1)

o P(x|Y=1)
y(x)_1<IP>(x|Y:o)

> (A), donde 0, =
¢Como definir (estimar) P(X =x | Y = y) en general?
* No evidente si X es de alta dimension.
* [l clasificador Bayesiano ingenuo (Naive Bayes) se basa en la simplificacion
(supuesto) que las componentes de X = (X;,...,Xg) | Y son v.a. independientes:

d
IP’(XZ"W:D:HIP’(X:'ZXHY:i)-

® Llevamos 1 problema d-dimensional, a d problemas 1-dimensionales.
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En la practica, es clasificador Naive Bayes es uno de los mas utilizados (talvez no es el
mejor, pero el clasificador mas simple de construir).

Se basa en el hecho de estimar la distribucion conjunta de (X, Y), a partir de la
distribucion conjunta empiricia (la tabla de datos).

Ejemplo 1: Considera la distrucion conjunta de (X, Y) dada por

‘ X=0 X=1 X=2
=0 0415 01 0.3
1 015 0.2 01
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En el clasificador bayesiano, el caso multiclase se trabaja de forma analoga. Basta
determinar aquella clase que tiene mayor probabilidad a posteriori:

y(x) =i <= i=argmax,cjcp NeP(Y =j|X=X)

: PX=x|Y=j)P(Y=j
= argmax e IEL(XI)z)( )

> i =argmax,cjcp Ao fi(X) .

Asi,

yx) =i & Xgfi(x)m > N fi(%) 7, Vi
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Construir un clasificador de Bayes ingenuo para

Example No. | Color  Type Origin | Stolen?

1 Red  Sports Domestic | Yes
2 Red  Sports Domestic No
3 Red  Sports Domestic Yes
4 Yellow Sports Domestic No
5 Yellow Sports Imported | Yes
6 Yellow SUV  Imported No
7 Yellow SUV  Imported | Yes
8 Yellow SUV  Domestic No
9 Red SUV  Imported No
10 Red  Sports Imported Yes

y calcular la clasificacion asociada a un vehiculo rojo, SUV, doméstico.

Clasificador bayesiano optimo | Alan Reyes-Figueroa Page 6 Hv!:mm
FRANCISCO
MARROQUIN



Queremos hallar la clasificacion para un vehiculo rojo, SUV, doméstico.

Denotamos X = (X, X, X3), con X; = color, X, = tipo, X; = origen. Ademas

x = (rojo,SUV, domestic).

Queremos comparar las probabilidades a posteriori
PX=x|Y=0)P(y=0)<>PX=x|Y=1)Py=1).

Por independencia (naive Bayes), tenemos

PXC=X| ¥ =) = P(X = X4 | Y = ) BOG = %o | Y = ) B(Xs = %; | Y = )

<
(@)

P(X, = rojojo) = 2, P(X, = SUV|o) 2, P(X; = domestic|o) = 2
= JoMP(Y=0)=(3)(3) () (%) =
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P(X; = rojo|1) =

= B =0)=(3)(5)(3) (&) = -

P(X; = domestic|1) = 2.

1
5

Comparando ambas,

Y=0: fo(X)P(Y=0)= % .
Y=1 HX)P(Y =1) = 3 } = Yy(x)=o.

125

De ahi que nuestro clasificador Naive Bayes asigna los vehiculos de tipo x = (rojo, SUV,
domeéstico) a la clase y = o.
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Ejemplo 3: Supongamos que Y es una v.a. discreta con P(Y = 0) = P(Y = 1) = 1. Ademas
X|Y=0~N(2,1), X|Y=1~N(51).

Construir el clasificador bayesiano optimo, si
a) todos los errores con el mismo costo A = 1.
b) Aot = by Ao = 1.
C) P(Y=0)=3P(Y=1)=2.

Solucion:
Tenemos ;o xe2p . x=op
foX) = Fze" 2, filx)= e 2 .
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Aorfo(X) B(Y = 0) = Aofa(X) P(Y = 1)

I

il

(x—2) (x=5)

)e 2 =3()te 2
(x—2) (x=5)*
e 2 —e 2

(x —2)* = (x —5)?
X2 —4X+ 4 =Xx>— 10X+ 25
6X =21 = X =3.5.
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Calcular el error:

Denotamos por R, = (—o0,3.5), Ry = (3.5, 00), las regiones de clasificacion. Entonces

Error = /]P’(X|Y:1)—|—/IP(X|Y:0)

R,

fogaxr [ fodc= [ foodxs [ fdx
Ro R, —00 3.5

o (255) froon(352)

= 2¢7"(—1.5) =2(0.06681) = 0.13362

Asi, nuestro clasificador de Bayes tiene un acierto del 86.6%.
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b) Como A\o; = 1Y Mo = 4, aqui la ecuacion a resolver resulta:
Solucion: la frontera debe estar en x = 3.5 + J log 4.

Clasificador bayesiano optimo | Alan Reyes-Figueroa Page 12 HV!:RS,M
FRANCISCO
MARROQUIN



c) Como ahora P(Y = 0) = 2 y P(Y = 1) = , la ecuacion a resolver resulta:
Solucion: la frontera debe estar en x = 3.5 + 3 log 3.
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Ejemplo 4: Supongamos que Y es una v.a. discreta con

» P(Y=3)=1

Ademas,
X|Y=1~N(1,05%), X|Y=2~N(2,1), X|Y=3~N(4,1).

Construir el clasificador bayesiano 6ptimo, con funcion de costo simétrica (todos los
errores con el mismo costo \ = 1).

Solucion:
Tenemos
(x=2) (x=8)

[0 = e R = heT T, fi(0) = e
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e B:

LX) B(Y =2) =f3()P(Y =3) =

=
=
=

X—2
1 1 - 1 1
L Vet T e
(=22 (x—ap s s
e 2 =e 2 = (x—-2=(Xx-4)

X2 —4X+ 4 =x>—8X+16
LX =12 = X =3.
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s Ay C:

) (x—2)?
APy =1)=LX)B(Y=2) = ] - Ze0V =1." e >
R (x—22)
= log(4) —2(x— 1) = 2
= 4x—1)?—(x—2) =2|0g(l+)
= 3% —4x+2log() =

/164241
= xw ~ —0.5, 1.83.

1, si x € (—0.5,1.83);
Entonces y¥(x) = { 2, six e (—oo,—0.5) U (1.83,3);
3, six € (3,00).
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Calcular el error (ejercicio!).

Denotamos por R, = (—0.5,1.83), R, = (—oo, —0.5) U (1.83,3), R; = (3, ), las regiones de
clasificacion. Entonces

Error = /RIP’(X#1)+/R]P(X7A2)+/IP(X7E3)

Rs

= [ 600+ At [ (00 -+ 000 dx+ [ (0 + ) de

Rz

fr(x) dx + fa(x) dx + f3(x) dx

R,UR; RUR; R1UR,
—0.5 e 1.83 o] 3

= [ pwdxr [ fegdr [ pdcr [ foodxs [ fxdx
—00 1.83 —0.5 3 —00

= 7
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