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Componentes principales

Objetivo: encontrar una estructura subyacente en los datos.
e Proyectar a un subespacio adecuado.
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Componentes principales

Ejemplo: Atletismo, pruebas de 100m y 200m.

100m vallas  200m planos Se 0 bse rva Cle rta
1269 2256
T T 5 estructura.
132 231
1361 2392
1351 2393
13.75 2465
13.38 2359 -
13.55 2448 7 i
1353 2486 §o0-
13.25 2359 L ..
1375 2503 £ . =
o .
13.24 2359 2 .
13.85 24.87 2 WP E
137 2478 £ -
13.79 2461 2
1393 5 241 .
13.47 2547 LR
14.07 2483
14.39 24.92 4
14.04 2561 .
1431 25.60
14.23 255 o
14.85 2523 | | | | |
14.53 26.61 12 13 4 15 16
16.42 26.16 tiempo_100_m_vallas
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Componentes principales

Ejemplo: Atletismo, pruebas de 100m y 200m.

100m vallas  200m planos

1285

13.2
1361
13.51
13.75
13.38
13.55
1363
13.25
13.75
13.24
13.85
137
13.79
1393
13.47
14.07
14.39
14.04
14.31
14.23
14.85
14.53
10.42

22.56
2365
23.1
2392
23.93
24.65
2359
24.48
24.86
23.59
25.03
23.59
24.87
2478
24.61
pay
2547
2483
24.92
25.61
25.69
255
25.23
26.61
26.16

tiemnpo 200 m planos

Se observa cierta
estructura.

Karl Pearson (1901),
describir con una recta.

12 3 14 15 15
tiempo_100_m_vallas
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Componentes principales

Ejemplo: Atletismo, pruebas de 100m y 200m.

100m vallas  200m planos Se 0 bse rva Cie rta

12.69 22.56
ves e estructura.
13.2 231
—
B e Karl Pearson (1901),
- L] describir con una recta.
13.25 23.59 =
1375 2503 5 X .
T 2 Hotelling (1933), relacion
nn 2 entre variables g(X;, X,).
13:4? 2547
R
14.04 25.61
1431 2569
14.23 25.5 e
14.85 2523 | | ! | |
14.53 2661 12 13 14 15 16
16.42 26.16 tiempo_100_m_vallas
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Componentes principales

Ejemplo: Atletismo, pruebas de 100m y 200m.

100m vallss [200m lanos Se observa cierta
12.69 22.56
ves e estructura.
13.2 231
-
B e Karl Pearson (1901),
- - describir con una recta.
13.25 2359 L
137 25.03 5 X .
T 2 Hotelling (1933), relacion
nn 2 entre variables g(X;, X,).
13:4? 2547
I - No cor]fu ndir con
wn s regresion,
T e TR Incorporar incertidumbre.
16.42 26.16 tiempo_100_m_vallas
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Componentes principales

Ejemplo: Atletismo, pruebas de 100m, 200m y salto de longitud.

100m vallas 200m planos salto long

1269 2256 727 40
12.85 23.65 671

132 231 B6E
1361 23.92 625
1351 2393 632
1375 24.65 633 20
1338 2359 637
1355 24.48 647
1363 24.86 611
1325 23.59 628
1375 250 6534 x
13.24 23.59 6.37 z
13.85 2087 6.05
131 24.78 612
13.79 2061 6.08
13.93 25 6.4 o
1347 25.47 5.34 -
14.07 24.83 613
1439 24.92 6.1
14.04 25.61 5.99
1431 2569 575 P

/ 40
1423 255 55 30
14.85 25.23 547 o T
1453 26.61 55 v > ° 2 e 40
1642 2616 488 y / 7
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Componentes principales

Ejemplo: Compresion de imagenes digitales.
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Componentes principales

e Buscamos direcciones informativas
(estructura)
informativo = maxima variabilidad

e Buscamos minimizar el error de
reconstruccion.
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Componentes principales

Obs! Los dos enfoques anteriores son equivalentes.

Prueba:

Denotemos X la v.a. que corresponde a los datos (X € R? en el ejemplo).
Por simplicidad, supongamos que los datos x; estan centrados (i.e.

E(X) = 0).

n n
1 1 PO
MSS = EZHXin:HZH(Xi_xi)"‘xin
i=1 i=1
1< 1<
= — X — X[+ — X:||> = Reconstruction error + Var(X).
3 2o =P+ 53 + var(x)

MSS es fija, luego minimizar el error de reconstruccion equivale a
maximizar la varianza de los datos.
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Componentes principales

Enfoque probabilistico:
Matriz de datos

X11 X12 PPN X1d

X1 X2 ... Xy
X=1. .

Xn1 Xn2 e Xnd

* Consideramos X = (X;,...,X4) € R como variable aleatoria, y los
datos X; = (Xj, ..., Xjq) € RY, parai=1,2,...,n como muestra de X.

e Supondremos que conocemos la ley Py.

¢ Supondremos también que E(X) = o (los datos estan centrados). En
consecuencia, Var(X) = X'X.
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Componentes principales

Caso particular 1D: (proyectamos a un subespacio 1-dimensional).

Suponga que proyectamos a un subespacio (/) = (¢, X) = ("X.
Buscamos maximizar

Var(('X) Tvar(X)¢ M(XTX)/
T = —_— = —_— = —_—
M A

(cociente de Rayleigh).

& HHERHEE
£ TR

PCA | Alan Reyes-Figueroa Page 11 Hw!:m.IDADI
FRANCISCO
MARROQUIN



Componentes principales

Teorema (Teorema espectral / Descomposicion espectral)

Sea A € R9*9 una matriz simétrica (operador auto-adjunto). Entonces, A
admite una descomposicion de la forma

A= UAUT,

donde A = diag(\, A, . .., A\g) es la matriz diagonal formada por los
autovalores \, > )\, > ... > A\gdeA,y

U=(a q, ... qq| e R

es una matriz ortogonal cuyas columnas son los autovalores de A, con q;
el autovalor correspondientea \;, i =1,2,...,d.
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Componentes principales

Teorema (Teorema espectral / Descomposicion espectral)

En otras palabras, A puede escribirse como una suma de matrices de
rango 1

A 1

\ @

A = 49 9 ... Yq ..
A

a Y
d
= > Aqq).
i=1
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Componentes principales

Comentario:
Para1 < k <d, lasuma

R
Ae=>_Niqq],
i=1

es una matriz de rango k siempre que los \; # o (ya que los q; son
independientes).

Veremos mas adelante, que esta es la mejor aproximacion de rango k de
la matriz A.
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