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Distribuciones Multivariadas

Definicion
Sean X, Y variables aleatorias discretas, con valores X € {X1,..., Xm} Y Y € {V1,...,¥n}-
La distribucion conjunta de X y Y, se puede entender como la distribucién del vector

aleatorio (X,Y) (en R?), y esta dada por
pij:P(X:X,',Y:yj), i:1,2,...,m;j:1,2,...,n.

Esta probabilidad conjunta satisface:
® p;>o.
* Zl,} pU = Zlm:1 ZF:1 pU = 1.

® Se representa usualmente a través de una tabla

[Y=yi| Y=y |...|Y=Vn
X=X P P12 Pan
X = Xm Pm1 Pm2 Pmn
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Distribuciones Multivariadas

Definicion
Sean X, Y variables aleatorias continuas, con valores en R. Describimos la distribucion
conjunta de X y Y, mediante una densidad conjunta f(x.y) = fx y(x,y) tal que si A C R?

P V) €)= [ futey) dy

Esta densidad conjunta satisface:
* fX7V(X7y) 2> 0.

° ffszx,v(X, y) dxdy = 1.
® Se representa usualmente a través de una funcioén bivariada
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Distribuciones Multivariadas

Definicion
La distribucion conjunta de X y Y, (o funcion de distribucion conjunta) Fy y de define por
® En el caso discreto:

Fry(x,y) =PX<x,Y <y)=>_ > pj.

i<x j<y

® Y en el caso continuo:
FX y(X y / / fx y(S t) dtds.

Al igual que en variables aleatorias 1-dimensionales, las funciones de distribucion
siempre son no-negativas, no-decrecientes, y 0 < F(x,y) < 1.
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Distribuciones conjuntas

Cuando tenemos varias variables aleatorias (definida sobre el mismo espacio (Q, F,P),
podemos estudiar la distribucion conjunta de dichas variables, esto es, la distribucion

de (X, Y).
Definicion

La distribucion conjunta de las v.a. X y Y se define por
Fxy(X=x,Y=y)=PX<x,Y<Vy), Vx,yeR.

En el caso que X y Y son v.a. discretas, su probabilidad

conjunta es
PX,Y(va) = HD(X =X, Y = y)a any eR.

En el caso en que X y Y son continuas, su densidad

conjunta es
0? Fx)y (S, t)

fxy(s,t) = dyox , Vs, teR.

55
La normal bivariada es la
distribucion conjunta en-
tre dos normales.
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Distribuciones Multivariadas

Ejemplo 1 1 9 3 4

0.24 | 0.01 | 0.00 | 0.00
0.08 | 0.03 | 0.15 | 0.00
0.01 | 0.08 | 0.16 | 0.00
0.00 | 0.00 | 0.08 | 0.18

2w =

Calcular P(X = 2), P(Y >=3), P(X > 2,Y <2).

Calcular la distribucion conjunta Fy y.
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Distribuciones Multivariadas

Ejemplo 2:
Consideremos la densidad conjunta de Xy Y dada por

_ fexye ) x>0,y >0;
fix.y) = { o, otro caso.
Calcular la constante c.
Calcular P(X+Y > 1).
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Distribuciones Multivariadas

Ejemplo 3:
En una comunidad el 30% de habitantes son Hobbits, 40% son Orcos, y el resto son Elfos.
Para cada personaje elegido al azar, consideramos
X = {1, es Hobbit; Y= {1, es Orco;
0, otro caso. 0, otro caso.

Hallar la distribucion conjunta de (X, Y).
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Distribuciones marginales

Cuando tenemos varias variables aleatorias y su distribucion conjunta, podemos
“regresar" a las distribuciones originales.

Definicion
Dadas X y Y v.a. discretas y su distribucion conjunta Py y, la distribucion marginal para X

y paraY son
=S "P(x.y), Pr(y)= > P(x.y).
y X

En el caso que X y Y son v.a. continuas, y fx, es su densidad conjunta, la densidad

marginal deXydeYson
/fxydy7 frly /fxy
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Distribuciones marginales

Ahora, si X, Y toman valores en [a, b] x [c, d], la distribucion marginal se calcula como

FX,Y(X,Y): (X<XY<y //fxyStdet

luego Fx(x) = Fxy(x,d), Fy(y) = Fxy(b,y),yenelcasob=o0c06d=cc

FX(X) :dli)mooFX,y(X7 d)7 FY(y) :bll—>n;o FX,Y(bay)'
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Distribuciones condicionales

Definicion
Sean X, Y v.a. discretas tales que P(X = x) > 0. La probabilidad condicional de Y dado
IP(Y = y7X = X) _ IP>X,V(X7y)

X=xes
PY|X(y|X) :P(Y:y |X:X) = ]P(X:X) - ]Px(X)
En el caso continuo, la densidad condicional de Y dado X es
Fry(x.y)

fY\X(y | X) fX(X)

Podemos escribir
* Px(x Z]P’X\YXW)PY( )-

o fulx) = / Faw(x | V) fr(y) dy
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Definimos la independencia de variables aleatorias de la siguiente manera:
Definicion
Dos variables aleatorias discretas X y Y definidas sobre el mismo espacio Q2 son
independientes si

PX=x,Y=y)=PX=x)P(Y=y), VXx,y eR.
o equivalentemente, Py y = Px - Py.
En general, las v.a. discretas X,, ..., X, son mutuamente independientes si

n
P(Xs = Xq, ..., Xn = Xp) = HP(X,- =X), ¥X,Xa,...,Xn € R.
i=1

o equivalentemente, Px,  x, = Px, - Px, - ... Px,.
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Definicion
Dos variables aleatorias continuas X y Y definidas sobre el mismo espacio Q2 son
independientes si

Fx7y(X,y) = Fx(X) Fy(y), VX,y e R.

En general, las v.a. continuas X, .. ., X, son mutuamente independientes si

n
Fio oo o (X151 Xn) = [ [ (%), W%, Xz, X0 € R,

Se puede mostrar que esto es equivalente a

fey(X,y) = x(X) fr(v), ¥x,yeR,

fX1,X2, X17 <X HfX Xl v)(‘17)(2,"';)(n eR.
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Casi siempre, una condicion necesaria para que las variables X y Y sean independientes
es que el soporte de (X, Y) (la region de R? donde Py > 0) sea un dominio rectangular,
o producto de uniones de intervalos:

Ejemplo:
;Cuales variables Xy Y son independientes?
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