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Curvas planas

Teorema (Teorema Fundamental de la teoria local de curvas

planas)

Sea ko : | C R — R una funcién diferenciable, definida en un intervalo abierto | de R.
Entonces, existe una curva plana o : | — R?, parametrizada por longitud de arco, tal que
ka(S) = Ko(S), Vs € I, donde k,, es la curvatura de a.

Mas aln, si 8 : | — R? es otra curva plana, parametrizada por longitud de arco, con
k5(S) = Ko(S), Vs, entonces existe un movimiento rigido M : R? — R? tal que 3 = Mo a.
(Esto es, la curva es (inica a menos de transformaciones rigidas.)
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Curvas planas

Prueba:
Definimos una funcion # : | — R por fsso ko(u)du, consg € 1.
Entonces, @ es diferenciable, y corresponde (a menos de una constante) al angulo que
forma el tangente t(s) con el eje Ox.
Si definimos

S S

afs) = (/ coso(u)du,/ sino(u)du), So € 1.

So So
Luego t(s) = &/(s) = (cosb(s),sin 6(s)), tenemos que |&/(s)| = 1, Vs. Luego, « es una curva
parametrizada por longitud de arco.
Su referencial de Frenet es

o -1

t(s) = (cosd(s),sin6(s)), n(s) = (1 o ) t = (—sin6(s), cos 6(s)).
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Curvas planas

Por otro lado, t'(s) = (—6'(s) sin 8(s), 6'(S) cos 4(S)),
y por definicion de curvatura, tenemos

Ka(s) = (t'(s),n(s)) = 0'(s) = ro(s),
como queriamos.

Ahora suponga que 3 : I — R? es otra curvar regular plana, parametrizada por longitud
de arco con kg(s) = ko(S), Vs.
Fijamos s, € I. Como los referenciales de Frenet de a'y 8 en so, {t.(So),Nu(So)} ¥
{t3(S0), ns(So0)}, forman bases ortonormales de R?, existe una Unica matriz ortogonal
A € 0(2) tal que

At,(S0) = t5(S0), An,(So) = ng(So).
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Curvas planas

Sea Vv = f3(So) —Aa(So) € R?y considere M : R? — R? el movimiento rigido M(X) = AX + v.
Mostramos que la curva v = M o o coincide con g:

v(So) = Aa(So) +V=5(S0),
t,(so) = Ata(So) = ts(So),

o —1 o —1
miso) = (5 5t = (5 ) tatse) = mitso)
Pero, de lo visto anteriormente,

Ky (S) = Ka(S) = Ko(S), Vsel.
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Curvas planas

Si definimos f : I — R por
f(s) = 3[1ts(s) — t,(s)I” + Ina(s) — ny(s)],
entonces f(s,) = 0 con
f'(s) = (ts(s) — t)(s), ta(s) — t,(s)) + (m(s) — M (s), Ma(s) — N, (s)).

De las ecuaciones de Frenet, y el hecho que k3 = k, = Ko, tenemos que f'(s) =0, Vs € I.
Luego f = 0 se anula en todo punto y entonces

ts(s) —t,(s)=o0, Vsel,

= B(s) — v(s) = constante. Pero, 5(So) = 7(So) = B(S) = v(S), Vs.
Esto muestraque f =y =Mo .
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