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Geometria intrinseca de superficies

Sea S C R3 una superficie regular orientada, y sea x : U C R? — S una parametrizacion.
Tenemos asociadas seis aplicaciones E, F,G,e,f,g : U — R correspondientes a los
coeficientes de la primera y segunda forma fundamental.

Definicion

Diremos que una cantidad asociada a la superficie S es intrinseca si es posible escribirla
en términos de la primera forma fundamental (como funcién de los coeficientes E, F, G).
Una cantidad es extrinseca si depende de la sequnda forma fundamental.

® La geometria intrinseca es la geometria que seres bidimensionales puros pueden
reconocer, sin ningln conocimiento de la tercera dimension.
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Geometria intrinseca de superficies

Estamos interesados en responder:

® ;Qué condiciones sobre las funciones E, F, G, e, f, g garantizan que estas provengan
de alguna parametrizacion de una superficie? En ese caso, ;la superficie queda
Unicamente determinada a menos de movimientos rigidos?

® ;Cuales cantidades geométricas asociadas a una superficie son intrinsecas?
Seguramente angulos y las longitudes se encuentran entre estas propiedades. La

pregunta que surge en particular, si alguna de las las cantidades de curvatura son
de este tipo.
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Geometria intrinseca de superficies

Recordemos que g; = (X;,X;), hj = (N,x;), a; = (N;,x;), con

oy (@ Gxn) _ _ (hn ho) (gn go)
ap; 0x» hy  hy g»1 gx» ’

Sea S superficie regular orientada,

X = x(u, v) su parametrizacion.
Consideramos el triedro local formado por
Xy, X, ¥ N (base local de R3).
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Geometria intrinseca de superficies

Podemos escribir los vectores X,u, Xuv, Xvu, Xw, Ny, Ny €n términos de esta base.

Xgu = TU.Xy+ThX + hyyN,
Xov = TUXy+Th% + hyN, (1)
Xew = TUXy+ VX + hyyN,
Xpw = TUx,+TV,X + hyN,
Ny = auXy+ axXy, } @)
Nv = QppXy + AxnXy.

donde F,f} eR.
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Geometria intrinseca de superficies

Definicion
Los coeficientes I',f} se llaman los simbolos de Christoffel asociados a x.

En lo que sigue, escribimos u = 1, v = 2 y utilizamos la notacion compacta de Einstein
Rpy, .
atbg; = >y Qirby;.

Entonces, el sistema de ecuaciones (1) se escribe como

Xj = I'E.xk—kh,-jN,

k
Ni = a"xg,

parai,j, k € {1,2}
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Geometria intrinseca de superficies
Por otro lado, x;; = X;; = Ff.j. = F}.’j., de modo que los simbolos de Christoffel son

simétricos en re lacion a los indices inferiores.

Recordemos que la primera forma fundamental se representa por G = (g;;), con
g; = (X;,x;) Denotamos la inversa por G~' = (g”). Tenemos

girg"¥ = 67 (delta de Kronecker).

De ahi que

(Xij, Xe) = (TiXe + DN, Xe) = T (X, X) + 0 (N, Xe) = T Gre = Gre -

= ng<xU’x€> — gel’gker’t} = Jgrs = Ffj
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Geometria intrinseca de superficies

Portanto
rk g <X,1,Xg> (3)

Ademas,

8kg,~j = 8k<xnxj> = <Xlk’7xj> <Xiaxjk>7
—0i9ik = —O05{Xi, Xp) = —(Xij, Xe) — (Xj: Xj),
0k i (X;, Xee) = (Xij, Xg) + (X}, Xig)-

Sumando estas tres ecuaciones, obtenemos

OkGij — 0iGik + 0iGjk = (Xir, Xj) + (Xj, Xir) = 2(Xip,, Xj). ()

Sustituyendo (4) en (3), obtenemos

7
rg. = EQZk(aigjg + 9,9 — 0egyj)-
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Geometria intrinseca de superficies

Hemos probado entonces que

Propiedad

Los simbolos de Christoffel Ff} son cantidades intrinsecas.

Corolario
Los simbolos de Christoffel F{j. son invariantes por isometrias.
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Ecuaciones de compatibilidad

Dadas funciones E, F,G,e,f,g : U C R? — R, ;existe alguna parametrizacion x de una
superficie tal que E, F, G, e, f, g sean los coeficientes de la primera y segunda forma
fundamental asociada a x?

Obs! Requerimos algunas condiciones necesarias
®* F>0,G>0,
® FG—F*>o0.
Podemos derivar otras condiciones de compatibilidad. Recordemos que

N, = afxe,
1
e = Eg“‘ (Bigje + 9,Gic — Duij)-
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Ecuaciones de compatibilidad

Derivando parcialmente la primer ecuacion
(Fixe + N ) = (Xi)m = Xijm = Ximj = (Xim)j = (TfipXe + himN) .
Denotamos por F,fj. "= 8ml',f}. Entonces

Fk X, + Ff}ka + hi}',mN + h,‘ij = I',kaxk -+ Ffmxkj -+ him,jN —+ h,‘mNj.

1J,m

N Fﬁmxk + rs-(r,l;ng + hkmN) + h,'j’mN + h,'jCleng
= r’kaXk + r?m(rf;le + hij) + h,'mJN + h,-mafjxl.
ibi kR _rt kR _r¢t
Reescribiendo I'f | =175, T =15,

(F5m + TE em + Pem@m)Xe + (Pijm + Pem 5N

ij,m
I k[t v o ok
= (Timj + Tl + @) Xe + (Pimj + hg Ty )N
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Ecuaciones de compatibilidad

Como x; y N son independientes, podemos deducir las primeras ecuaciones de
compatibilidad.

1. T+ Tl e + Mm@ = T+ T T 4 higa®,

ij,m im.j
k k
2. hij,mN + hkml',-]- = h,'m,jN + hkjl',-m.
Hacemos un tratamiento similar con la segunda ecuacion
(@®ixe); = (Ni); = Nij = Nji = (N;); = (%),

kR kR _ _ _ Rk kR
= a ,:Jxk +a ,'ij e NU = Nj,' =a j,iXk +a jxk,'
0 equivalentemente

a®; e + @ (TgXe + hig) = @ %, + % (FeXe + hei).
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Ecuaciones de compatibilidad

=T¢

1hi R _r¢ R
Reescribiendo I',.j,m =Tt 1k o

ij,m? " im,j
¢ kR ¢ R R R ¢ R
(@' +a i) Xe + @ ihN = (a; + M) xe + a“jhgiN.

De nuevo, como x; y N son independientes, obtenemos otras dos ecuaciones de
compatibilidad.

R k k
3. GE,'J +a ,-Ff;j =a%;+a ,-Ffu.,
r k
4. a ,'hkj =a jhk,'.
Por otro lado, de la condicion de compatibilidad (1.) tenemos

hja‘m — him@"; = Tf =5 4 TR T = TF . (5)

U imj ij,m
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Ecuaciones de compatibilidad

Teorema (Teorema Egregium de Gauss)
La curvatura gaussiana K es una cantidad intrinseca.
Prueba:

efF —fE
EG — F?

_ eg—f* __fF—gE
= e r %6-pr
h11G2 — h1pG

_ 2 2 kR 2 R 2
- r12,1 - r11,2 + r12rk1 - r11|—kzv

donde la Gltima igualdad es laeq. (5) coni=j=1,¢=m = 2.

De ahi que
1
K=—-— (rfzn - r$1,2 + rfzrfn - rﬁ rfez)' O

g11
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