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Superficies minimas

El problema de Plateau:

Formulado por LAGRANGE en 1760, luego renombrado en
honor a JosePH PLATEAU, debido a su extensa investigacion
usando superficies de jabon.

J.L. Lagrange

Consiste en mostrar la existencia de ciertas superficies
minimas, dada una frontera especifica.

Hoy en dia, el problema se considera parte del calculo de ;
variaciones. El problema de existencia y regularidad forman
parte de la teoria geométrica de la medida.

J. Plateau
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Superficies minimas

El problema de Plateau:

Dada una curva cerrada simple a C R3, queremos determinar de entre todas las
superficies S C R3, con borde dS = a, aquella que tiene menor area.

argminA(S), sujetoa dS = a.
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Superficies minimas

Relacion con fisica: minimizacion de energia (tension superficial). Leyes de PLATEAU.
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Superficies minimas

Definicion

Seax: U C R? — VNS una parametrizacion de una superficie regular S. Una aplicacion
diferenciable X : (—¢,¢) x U — R3 se llama una variacion de x si x(0, u,v) = x(u, v),
Y(u,v) € U.

Definicion
Dada una funcion diferenciable h : U — R y S la supefrficie regular parametrizada por x,
definimos la variacion normal de S por h como la aplicacion X : (—¢,¢) x U — R3 dada
por

X(t,u,v) =x(u,v) + th(u,v)N(u,v), te(—¢,¢), (u,v)eU,

donde N es el campo normal unitario a S.
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Superficies minimas

(x + thN)(D)

x(D) _
(x — thN)(D)

Variacion normal de una superficie regular S
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Superficies minimas

Obs. Por diferenciabilidad y continuidad, para valores pequenos de t, tenemos que S
regular = S+ thN regular. Luego S; = S + thN se parametriza por

xi(u,v) =X(t,u,v), te(—¢,e).

De ahi, x{, = x, + thyN + thN,, X} =x, + th,N + thN,. Luego,

Bt = (xt,xt) = E +2th(xy, Nu) + O(2) ~ E — 2the,
Foo= (x,xt) = E+ th(xy, Ny) + th(x,, N > +0() ~ F — 2thf,
G' = (x),x}) =G+ 2th(x,,N,) + O(t?) ~ G — 2thg.

Definimos A(t) = A(S') = //\/Eth (Ft)2 dudv_//,/det(gu ) du dv.
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Superficies minimas

Como A : (—¢,¢) — R, para minimizar A hallamos los puntos criticos:

t t t
a—i(o,u,v):—zha %—i(o,u,v) _ohf, G(ouv) _2hg.

oA 0) = 2// /EtGt — (Ft)? du dv - // 9 EtGt — (Ft)

ot y Ot t=0
_ t ~t ty2y—1/2 ( OF' e, 0G' oo 8i t
- // (E'6 — (F) (at()e+at(o)5 2% (0)F)
_ //7 EGfFz)_”z(—2he672th+2(2hfF)) du dv
_ eG—sz+gE
= // % )(—2h)\/EG — F2dudv
= -2 // hHVEG — F>du dv.

u

Luego,

dudv

dudv

t=0

UNIVERSIDAD
DEL VALLE
DE GUATEMALA

Superficies minimas | Alan Reyes-Figueroa Page 7 UVG




Superficies minimas

Entonces, A'(0) = —2 // hHVEG — F2dudv = —2 // hHdS.
u u

Hemos probado la siguiente

Proposicion
Sea Ay (t) el area de la superficie St, parametrizada por xt(u,v) = S + thN
= X(u,Vv) + th(u,v)N(u, v). Entonces

Al (0) = —2 //U hH dS. (1)

Obs. De alguna manera queremos encontrar la superficie de menor area, sin importar la
forma en que hacemos la variacion normal. Esto implica que queremos que las

derivadas o )
Aj(0) =0, paratoda funcion diferenciable h: U — R.
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Superficies minimas

Definicion
Una superficie S C R3 se llama una superficie minima si H = o.

Consecuencia de la ecuacion (1), es posible mostrar que

Propiedad
S C R3 es minima < A} (0) = o, para toda variaciéon normal x; de S.

Prueba:
(=) Si S es minima, entonces H =0, y

A;,(o):—2//thS:—2//odS:o, vh.
u u

(<) La Unica forma de anular A} (0) = 0, Vh, es que el integrando se anule, = hH =0,
Vh. Luego, H = o.
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Superficies minimas

Recordemos que el gradiente de A de define como el (inico vector que satisface
(VA(x), h) = DhA(x) = A,(0),
donde el producto interno (-, ) esta definido sobre el espacio de funciones C*>(U)

(1, 1h2) = //U%@bz\/(Fg,j)dudv.

En particular, VA(x) = —2H, ya que (—2H, h) = —2 [, hHdS = DpA(x) = A} (0).

Esto muestra que: si X no es superficie minima, entonces la evolucion
X' =X+ thHN = x — LVA(X)N conduce a una superficie cuya area es estrictamente
menor.
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Superficies isotérmicas

Definicion

SeaS C R3 superﬁcie regular. Decimos que una parametrizacion x : U C R? - VN Ses
isotérmicasiE =Gy F = o (jx,| = |X,|, (Xy,X,) = 0). En ese caso, los parametros o
coordenadas (u,v) se llaman isotérmicos.

Parametrizacion isotérmica de un elipsoide
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Superficies isotérmicas

Definicion
Sea S C R3 superficie regular. Una parametrizacion x : U C R? — S es conforme, si la
primera forma fundamental es un maltipplo de la identiad

10

lo = (9j5) = Mu,v) <o 1) , Y(u,v) e U,

para alguna func:on A:U—=R
Dos superﬁc:es S, S con parametrizacionesx: U — S,X: U — S son conformemente
equivalentes si

Tp = (@5) = Mu,v) (g5) = Mu,V)lp, for(u,v) € U,

para alguna funcion positiva X : U — R. Equivalentemente, Sy S’ son conformemente
equivalentes si existe un cambio de parametrizacion ¢ = X~'ox : R3 — R3 tal que
o(x o(x ox Ox
< ( o¢)7 ( O(p)>:)‘(u7v)<777>7
ou; 8Uj ou; c’)u,-

Vij.
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Superficies isotérmicas

Proposicion

Las siguientes son equivalentes:

(1.)x: U CR2 - VNS es isotérmica.

(2.) x es una aplicacién conforme (preserva angulos entre vectores T,S).
(3.) para todo q € U, existe A\(q) > o tal que

(DX(q) - Wr, DX(q) - Wa) = A(q)? (Ws, Ws).

Prueba: (1= 3). Sea A\(q) = E = G. Por definicion de la primera forma fundamental,
tenemos (Dx(q) - e;,Dx(q) - ;) = E = X2 = (X, X,).

Similarmente, (Dx(q) - e,,Dx(q) - €,) = G = X = (X, Xy), ¥

(Dx(q) - ,,Dx(q) - €;) = F = 0 = A(Xy, Xy). Asi, la propiedad se verifica para la base
canodnica de R?, y por linealidad, se extiende a todo vector.
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Superficies isotérmicas

3=2).

_ (Dx(q) - w., Dx(q) - W) A*(q) (W, W)
cos £(DX(@) Wi, DX(Q)- W) = () - (@) - W] — De(@)lw| - [

W,, W.
= |\<N1|1, |\l\2'z| = cos /(Wq, W,).

= X es conforme.

(2=1).
E = (XX = (DX(q) e,DX(q) €)=\
(Dx(q) - €2, Dx(q) - €2) = (Xv,Xy) = G
Fo= (Xu,x) = (Dx(q) e, Dx(q) e;) = A

(d)(eq,€:) = \(q) = \(q)(e, ez)

(q)(es,e;) = 0.
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Superficies isotérmicas

Teorema
Sea S C R3 supefrficie reqular. Dado p € VN S, siempre existe una parametrizacion
isotéermicax: U CR?> - VNS.

(Idea: aplicar ortonormalizacion de Gram-Schmidt a la base {x,,x,}.)
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Superficies isotérmicas

Six:UCR? - VNS esuna parametrizacion isotérmica, entonces (X, X,) = (X,, X,) ¥
(Xy,Xy) = O.

Derivando obtenemos

<xuwxu> = <xuwxv>7 <xuwxv> + <anxuV> =0,
<xVV7xV> = <xuwxu>7 <XUV7XV> + <XquVV> = 0.
Luego,
<xuu +wixu> = <xumxu> + <wixu> = <xuwxv> - <XUV7XV> =0,
<xuu +xvvaxv> - <qu;xv> + <XVV7xv> = _<xuvaxu> + <Xuv,xu> =0.

Obtenemos entonces la siguiente propiedad.
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Superficies isotérmicas

Propiedad

Six: U CR? — S es una parametrizacion isotérmica, entonces Ax es paralelo al vector
normal N.

Prueba:
De las ecuaciones anteriores, (Ax,X,) = (AX,X,) = 0. Esto muestra que
Ax € TpSt = AxesparaleloaN,Vp € S. 5

Obs.
De la propiedad anterior, existe una funcion diferenciable 3 : S — R tal que Ax = SN. En
particular, podemos escribir

B = (BN,N) = (Ax, N).
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Superficies isotérmicas

Luego,
B = (AXN) = (Xuu + X, N) = Xuu, N) + (Xw,N) =e+g

De ahi que

1 Xy X\ eG-2fF +gE

peihn "’(T) +’P<X> =~ -p M
Portanto,

8=2)H, Ax=2)HN.|

Propiedad

Si x es isotérmica, entonces AX = 2)\2HN.
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Superficies isotérmicas

Recordemos que una funcion f es armonica si Af = o.

Corolario
S C R3 es superficie minima < las funciones coordenadas x(u,v), y(u,v), z(u,v) son
funciones arménicas, cuando se consideran en parametros isotérmicos (u, v).

Prueba:

Sesminima < H=0 & Ax=2NHN=0 & x=(x,y,z) esarmonica
& X,Y,Zsonarmonicas.

® Conexiones con funciones holomorfas (proxima aula).
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