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Coordenadas locales

Ya hemos visto que la primera forma fundamental Ip, en coordenadas locales se escribe

como EF
lp = (F G) = (gii)’

donde gj; = (x;,X;).
:Como expresamos la segunda y tercera forma fundamentales en coordenadas locales?

Recordemos que six: U C R?2 — VNS es una parametrizacion de una superficie
orientable S, entonces

Xy X Xy
N = —
(p) X X 0]
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Coordenadas locales

Sea a: (—¢,e) — R, con a(t) = x(u(t), v(t)) una curva parametrizada en S, con «(0) = p,
a'(0)=w.
El vector tangentea aen p es

v = /(1) = %u(P)U'(0) + X, (P)V/(0),

DN(p) -v = (N o ) (t)],_, = DN - (', V)| _, = Nu(P)u'(0) + Ny(R)V'(0).

Como Ny, N, € TpS, podemos escribirlos en términos de la base canonica {x,, x,}:

Ny = auXy+ axXy,
Ny = QpXy + 0oXy.
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Coordenadas locales

De ahi,

DN(p)-v = (GunXy+ 0xXy)U' + (Q12Xy + GooXy )V
= (anU’ + anV' )Xy + (axU’ + axnV' )Xy

DN(p) - <5:> = <Z; g;) (51} '

Esto es, en la base {x,,x,} de T,S, DN(p) se representa por

a a
DN — 1 12
Ay 0x»

En notacion matricial
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Coordenadas locales

Por otro lado, la expresion de la segunda forma fundamental es

llo(v) = —(DN(p)-v,v) = —(Nyu" + N,V x,u" + X,V
= —(Nu,X)(U")> = ((Nu,X,) + (N, X)) u'v — (Ny, X,) (V')
= e(U' ) +2fu'v +g(v')>

Como (N,x,) =0y (N,x,) = 0, entonces

<NUaxu> + <N7xuu> =0, <NU7XV> + <Naxuv> =0,
<NV7XU> + <N;xvu> =0, <NVaxV> + <N7XVV> =0

Luego, llp(v) = e(u’)? + 2fu’v’ + g(v')?, donde
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Coordenadas locales

e - _<NU7XU> = <N7XUU>7
2f = *<NUaxv> - <NV7XU> = <Naxuv> + <N,xvu> = 2<N7xuv>a
g = —(Ny,Xy) = (N, Xp).

En otras palabras,

Ilp(v):vr(]f £>v = Ilp=<]€ f):(hij)7

donde h,] = <N,X,’j>.

Los coeficientes e, f, g se llaman los coeficientes de la segunda forma fundamental.
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Coordenadas locales

Como
Ny = anuXy +axXy, Vv Ny = QX + 00Xy,

E=(Xu,Xu), F=Xu,Xo), G= (Xy,Xy),

podemos escribir

—e= (Ny,Xy) = anE+axF,  —f = (Nuy,X,) = anf + axG,
—f = (Nv,Xy) = anE + aF, —g = (Ny,Xy) = aoF + a2G.

En forma matricial, este sistema se escribe como
(e f\ _[an ax E F
f g/ \an axn/\F G)’
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Portanto,
) R Y A A I )

Asi, obtenemos las ecuaciones de Weingarten

fF—eG gF — fG eF —fE fF —gE
“TB P "B P "B R PTG P

o0 equivalentemente
_ 1 e f\N(G —F\_ , =
] ) | BT
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Coordenadas locales

Teorema
En coordenadas locales, las curvaturas media y gaussiana son
_1,eG—2fF +gE _eg—f?
H‘E( EG — P2 ) K= F

Prueba: Basta recordar que

H:%(K1+K2):_%tr DN(p):—%(ﬂ:_eG +fF—gE> _1(eG—2fF+gE>_

EG—F ' EG-F) 2\ EG—F
y
B B _ (fF—eG\ (fF —gE eF —fEN (gF — fG
K = = det ONP) = (55— ) (gs—p) ~ (=) (5a— )
(EG—F*)(eg—f?) _eg—f
(EG — F2)2 EG—F U
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Ejemplo 1: (Plano)
Tomamos la parametrizacion

x(u,v) = po + UW, + VW,, con w,, W, base ortonormal de S.
Luego, X, = Wy, X, = W,, y

E= <XU7XU> =1, F= <XU,XV> =0, G= <XV7XV> =1

Vimos también que N es constante = DN(p) = o, luego N, = N, = O.

Asi,
e:7<NU7xU>:Oa f:7<NUaXV>:07 g:7<NV7xV>:O'

UNIVERSIDAD
DEL VALLE
DE GUATEMALA

Segunda forma fundamental | Alan Reyes-Figueroa Page 9 UVG




En particular,
0O o
II,,_<o 0>7 vp €S,

eG —2fF + gE\ _eg—f*
( EG_ P2 )_O’ K=t Fr~

1
H=-
2
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Ejemplo 2: (Esfera de radio R)
Tomamos la parametrizacion

X(u,v) = (Rsinvcosu,Rsinvsinu,Rcosv), u € (0,2m), ve (—3,7).

Luego,

Xy = (—Rsinvsinu,Rsinvcosu,0), X, = (Rcosvcosu,RcosVvsinu, —Rsinv).

As! E= (Xy,X,) = R*cos®v, F= (X,,X,) =0, G= (X,X,) =R
Ademas,

Xyu = (—Rsinvcosu,—Rsinvsinu,0),

Xow = (—Rcosvsinu,RcosVcosu,0),

Xww = (—Rsinvcosu,—Rsinvsinu, —RcosV).
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Vimos también que N(p) = +4p, de modo que

N=—%p=—%x(u,v) = (—sinvcosu, —sinVvsinu, — cosV).
Asi,
e = (N,Xy) = Rsin®v(cos® u + sin*u) = Rsin’v,
f = (N,Xy) =Rcosucosvsinusinv — RcosUcosVsinusinv =0,
g = (N,xy) = Rsin’v(cos® U +sin*u) + Rcos’v = R.
= llp = (F"V2),
Finalmente,
y oo 1 (eG—sz+gE) _eG+gE  Risin®v+R3sin®v _ 2R3sin’v 1
2\ EG-P - 206G 2R4sin’ v ~ 2R4sin’v - R’
K — eg—f> eg Rsin’v 1

EG-F2 EG R4sinlv R
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Podemos calcular también las curvaturas principales. De la ecuacion de Weingartem,
como DN(p) = —Ilp - I, tenemos

Rsin’v 0 sinfv o\
one) = (5 R (FS R)
B _(Rsinzv )(
(0]
_ _(é‘lii”:z”v 0>__<; 0)
o' 5) e )

De ahi, las curvaturas principales son x; = x, = 1
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Ejemplo 3: (Cilindro radio R)
Tomamos la parametrizacion

x(u,v) = (Rcosu,Rsinu,v), ue(0,27), veR.

Luego, X, = (—Rsinu,Rcosu,0), x, = (0,0,1).
Asi )

E= <XU7XU> =R, F= <Xu,Xv> =0, G= <XV7XV> =1
Ademas,

Xyu = (—Rcosu, —Rsinu,0), X, =(0,0,0), X, = (0,0,0).

Por otro lado, vimos que

N = —2%(Rcosu,Rsinu,0) = (—cosu,—sinu,0).
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Asi,
= (N,Xyy) = R(cos® u +sin*u) = R,
f = (N,x,)=(N,0)=0
= (N,xn) = (N,0) =o0.
R o
= llp = (o o)'
Finalmente,
1(95—2fF+95) _ ¢ _e_ R _1
2 EG — P2 ~ 2EG 2E 2R2 2R’
eg—f> _eg R(O) __
EG-F2 EG R
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Ejemplo 4: (Toro T?)
Consideramos la parametrizacion

x(u,v) = ((R+rcosv)cosu,(R+rcosv)sinu,rsinv), u,ve (0,2m).

Luego,

Xy = (R+ rcosv)(—sinu,cosu,0), X, = (—rsinvcosu,—rsinvsinu,rcosv).

Asl E= (Xy,Xy) = (R+rcosv)®, F=(Xy,X,) =0, G= (Xy,X,)=r
Ademas,

Xgu = (R+rcosv)(—cosu,—sinu,0),

Xyy = (rsinvsinu,—rsinvcosu,O0),

Xy = (—rcosvcosu,—rsinvcosu,—rsinv).
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Vimos también que N(p) = + XXX de modo que

Asi,

= ”P — ((R—H’cocs)v)cosvo)'

e

f
g

[Xy XXy !

N = (— cosUcosV,—sinuUcosV,—sinV).

= (N,Xyy) = (R+ rcosVv)(cos® UcosV + sin’ cosV) = (R + rcosv) cosV,
= (N,Xy) = (R+ rcosv)rR(cosucosVsinusinV — cosucosVsinusinv) = 0,
= (N,Xy) = r(cos® ucos’ Vv + sin’ Ucos’ V + sin’ v) = r.

r

Finalmente,

H

K

1(eG—2fF+gE> _eG+gE  (R+rcosv)r[rcosv+ (R+rcosv)] R+ 2rcosv
2 EG — F2 - 2EG 2(R + rcosv)2r2 ~ 2r(R+rcosv)’
eg—f> eg (R+rcosv)rcosv cosV

EG-F2 EG  (R+rcosv)2r2  r(R+rcosv)’

Segunda forma fundamental | Alan Reyes-Figueroa Page 17 UVG

UNIVERSIDAD
DEL VALLE
DE GUATEMALA




Calcular la segunda forma fundamental, DN(p), las curvaturas principales y las
curvaturas Ky H para el hiperboloide

S={(z,y,z) eR3: z=y*> — xX*}.
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